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SEPTIÈME ET HUITIÈME CAHIERS, 

/ 

Contenant ies trois premières parties d’un Ouvrage du C.'" Prony, 
intitulé Mécanique philosophique. 



La IV.® et la V.® partie de cet ouvrage paraîtront dans quelques 
mois , avec un Tableau synoptique de toutes les parties de la mécanique. 
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PRÉFACE. 

Les théories mathématiques offrent, en général, les éiémcns 
de la langue scientifique, ou les définitions, les solutions d’un 
certain nombre de questions ou problèmes , et des propositions 
qu’on déduit de ces solutions , comme- conséquences , ou dont 
on cherche immédiatement les démonstrations ; ce qui fournit 
une suite de résultats séparés entre eux par les raisonnemenj et 
les calculs propres à en établir la liaison et à en démontrer la 
vérité. 

i 

Je me suis proposé, dans l’ouvrage suivant, de donner un 
tableau méthodique de ces résultats , dégagé de la partie des dé- 
monstrations et des calculs intermédiaires, qui n’est d’une nécessité 
absolue que pour les premières études , en me bornant à faire 
connaître l’esprit des méthodes, à indiquer les principaux anneaux 
’oü la trace de la chaîne qui lie les propositions entre elles, en 
facilitant enfin au lecteur , autant qu’il m’a été possible , les 
moyens de bien saisir l’ensemble et la correspondance des diverses 
parties de la science , sans fatiguer son anetitiun et sans charger 
sa mcniüiriQde ce qui n'est pas rigoureusement nécessaire pour 
parvenir à ce but. 

* • 

Ce traité contient ainsi ce qu'on peut appeler la panie philo- 
sophique de la mécanique et c’est ce qui m’a décidé dans le 
choix du titre que je lui ai donné, à l’exemple de Fourcroy, 
qui a appelé Philosophie chimique ,\srv\\sxt où il s’est proposé, pour 
la chimie , un objet semblable à celui que j’ai voulu remplir pour 
la mécanique. 

a 


V 


Digitized by Google 


î/ 


PRÉFACE. 

La Miïcanique philosophique est composée, en très-grande 
panie, sur les cahiers de mes leçons , et d’après les matériaux que j’aj 
rassemblés depuis cinq ans que je suis professeur à l’École poly- 
technique ; en sorte que la rédaction détaillée a toujours précédé 
la rédactiot* synoptique et lui a servi de hase. J’ai été à portée 
de connaître , en comparant les peines que m’ont données l’une 
et l’autre de ces rédactions, combien il est difficile d’abréger, 
et combien , au lieu d’un tableau raisonné , il m’eût été plus 
commode de donner un cours complet. 

Alais les obstacles ne m’ont point découragé , et j’ai voulu 
achever un travail que je croyais devoir être utile, qui manquait 
à la mécanique , et qui présente un nouveau plan d’exposition , 
qu’on peut appliquer avantageusement aux autres parties des 
mathématiques. 

En effet, les géomètres, qui dans le cours de leurs recherches 
ont souvent besoin de se rappeler des résultats et même des 
méthodes dont le souvenir ne leur est pas bien présent, se ser- 
viront utilement d’un tableau raisonné de la science , d’où l’on 
a élagué tout ce qui est inutile à l’objet qu’ils ont en vue. Les 
instituteurs n’en tireront pas un parti moins avantageux ; l’expé- 
rience a appris qu’ils doivent éviter et de mettro d^s les mains 
de leurs élèves des leçons manuscrites ou imprimées qui en 
contiennent tous les^éuils et ne laissent rien k faire à la mémoire 
et a la réflexion, et de tomber dans l’excès contraire en se. 
contentant d’une exposition orale : un livre comme celui que je 
publie , tient le milieu entre ces deux exç-êmes ; il fournit à 
l’étudiant le moyen de mettre ensemble , de coordonner les 
diverses parties de la leçon qu’il a entendue (cet ensemble est 
ordinairement ce qui offre aux commençans les plus grandes 
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difficultés ) , sans le dispenser de répéter les démonstrations et 
de refaire les calculs du professeur. 

Voici la forme que j’ai adoptée dans la composition de 'ce 
tableau , et qui m’a paru la plus propre à en rendre l’usage facile 
et fructueux. Chaque page de numéro pair ou chaque verso d’un 
feuillet contient Jes formules , les définitions , et le surplus du 
discours composant le texte ' la page de numéro impair, qui forme 
le recto du feuillet suivant , et se trouve en regard avec la précé- 
dente , est divisée en quatre colonnes , dont la première donne 
la signification des lettres qui entrent dans les formules , la se- 
conde l’indication des choses définies dans le texte, 1» troisième 
et la quatrième les énoncés des théorèmes et des problèmes qui 
itt déduisent de ce qui est dit dans le texte , ou dont les formules 
donnent la solution. Les articles contenus dans chacune de ces 
trois- dernières colonnes, ont des numéros qui se suivent d’un 
bout à l’autre de l’ouvrage ; tous les numéros sont placés vis- 
à-vis l’endroit du texte auquel ils se rapportent , et le texte est 
lui -même divisé en articles numérotés. 

Le classement général des matières offre cinq divisions ou parties: 
voici l’indication sommaire de ce que chaque partie contient. 

Première Partie. Notions préliminaires, où j’ai rassemblé, 
sous un seul point de vue , les vérités qui servent de fondement 
à toutes les théories mécaniques. J’expose d’abord les rapports 
naturels qui lient la science de l’équilibre et du mouvement à 
d’autres sciences, dont elle emprunte certaines idées absuaites 
qu’on peut regaider comme les matériaux primitifs qu’elle emploie 
et dont je présente le tableau méthodique. Le lecteur connaît 
ainsi le rang qu’occupe la mécanique dans le système de nos 

a ij 
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;V PRÉFACE, 

connaissances , et aperçoit la route qui conduit des premiers 
résultats du senùmem aux conceptions les plus clevces qui ont 
l’équilibre ou le mouvement pour objet. 

Je fais voir ensuite comment, tant la langue scientifique que 
les théories fondamentales , résultent de l’emploi et des diverses 
combinaisons des matériaux primitifs dont je viens de parler; au 
moyen de quoi cette première partit contient tout ce* qui est 
nécessaire pour que les quatre autres n’en soient que des consé- 
quences, des développemcns ou des applications. 

Seconde Partie. Mécanique des corps solides , contenant la 
statique et la dynamique. Les principes posés dans la première , 
servent dans celle-ci à trouver les conditions de l’équilibre et 
les phénomènes du mouvement d’un corps ou d’un système de 
corps. J’di .principalement eu en vue les systèmes de forme inva- 
riable , quoique j’y aie donné les formules relatives à l’équilibre 
du polygone et de la courbe funiculaire , et à celui d’une suite 
de points matériels juxtaposés. Les recherches qui embrassent de la 
manière la plus générale l’équilibre et le mouvement d’un système 
de forme variable , trouveront leur place dans la cinquième 
partie. 

Troisième Partie. Mécanique des corps fluides, comprenant 
\' hydrostatique et \' hydrodynamique. Cette partie est très - étendue. 
J’y ai rassemblé et disposé méthodiquement tout ce qu’il est 
important de* connaître , et même, à peu de chose près, tout 
ce qu’on connaît de certain sur la mécanique des fluides. Le 
lecteur remarquera «que je ne me suis point borné à une expo- 
sition synoptique, dans un tiès -grand nombre d’aniclcs de la 
première et sur -tout de- la fécondé section de cette quatrième 
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PRÉFACE, 
partie ; j’y ai donné des développemens presque aussi étendus 
que ceux qu’on trouve dans les traités ordinaires; et, pour le 
dire en passant, mon livre offre le même avantage par -tout où 
la difficulté des matières et lac clarté l’ont exigé. 

La QUATRIÈME PARTIE cst entièrement consacrée à des objets 
de pratique et d’utilité usuelle; elle renferme l’application de la 
tlicorie à l’action des moteurs , à l’équilibre et au mouvement 
des machines , en faisant entrer en considération les circons- 
tancaS physiques qui influent sur leur jeu et leur produit, telles 
que l’adhésion , le frottement , la rajdeur des chaînes et des 
cordes, &c. J’ai voulu offrir aux artistes qui n’ont qu’une mé- 
diocre connaissance de l’analyse mathématique et de la méca- 
nique , et aux ingénieurs , une suite de règles et de formules , 
pour leur servir dans tous les cas où ils auront à employer ou 
à juger un mécanisme quelconque , et en général à appliquer la 
mécanique aux besoins de la société. 

La CINQUIÈME Partie renferme ce qu’on peut appeler la méca- 
nique transcendante e elle est particulièrement consacrée à faire, 
voir comment on déduit des premiers principes de la science , 
certaines propositions générales ap^flicables à toutes les questions 
d’équilibre et de mouvement, et à en présenter les principales 
conséquences. Ces propositions sont connues sous les noms de 
Principe des vitesses virtuelles; — Principe général du mouvement (attribué 
ào’ALEMBERT); — Conservation du mouvement du centre de gravité 
ou d inertie; — Conservation des aires ; — Conservation des forces vives ; 
-r— Principe de la moindre action ; elles sont rappellé’es ( les deux 
premières sur- tout) dans un grand nombre d’articles des quatre 
premières parties de ï’ouvrages où j’ai fait voir leur liaison avec 
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les principales questions de la mécanique : mais il restait à en 
fiiirc le rapprochement et à les appliquer à plusieurs problèmes 
importans et difficiles, tant d’équilibre que de mouvement, que 
j’avais réservés pour cette cinquième et dernière partie. 

Tel est le plan de mon ouvrage. Si le public en retire quelque 
utilité, c’est à l’établissement de l’École polytechnique qu’il en 
sera redevable: et j’ai lieu d’espértr que d’autres ouvrages, publiés 
successivement par les professeurt mes confrères , le mettront à 
portée de connaître et de juger t«ut l’ensemble de l’instruction 
de cette célèbre école L’expérience de plusieurs années 
d’enseignement m’a été fort utile pour faire une classification 
méthodique des matières , dans laquelle les objets fondamen- 
<aux fussent réduits au plus petit nombre possible , placés de 
manière à n’être pas noyés dans les détails, et à anirer l’attention 
principale. Je me suis aussi soigneusement attaché à éviter l’incon- 
vénient , malheureusement trop ordinaire , d’employer dans le 
développement de cenaines parties de la science , des notions ou 
des considérations qui appaniennent aux parties plus avancées. 
•Je crois qu’en général les panies de mon Hvre qui traitent de 
l’équilibre , paraîn-ont neuves à bien des égards : les autres parties 
offriront aussi plusieurs choses qui , si je ne me trompe , sont 
nouvelles, ou en elles-mêmes, ou par la manière dont èlles sont 
présentées : c’est au public à en juger; et quels que soient le mé- 
rite et le succès de la Mécanique philosophique , le fruit de mes 


* Le C.‘* BaKhuel , qui a été professeur de physique é l'École polytechnique, 
et qui en est l'un des examinateurs, a déjà rempli cette tâche, pour ce qui le 
concerne, en publiant un ouvrage très - intéressant , intitulé la Physique réduite 
en tableaux raisonnés, * * 
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peines ne sera pas perdu , si la mctiiode d’exposition que j’y ai 
suivie est jugée susceptible d’une application utile. 

Les principaux ouvrages qui m’ont fourni les matériaux du 
mien, sont ceux d’EuLER, que j’ai principalement mis à contri- 
bution dans les articles relatifs au mouvement des corps solides 
et. fluides; la Mécanûiue analytique de LagrangE et la Mécanique 
céleste de Laplace , qui m’ont été extrêmement utiles pour la 
composition de la cinquième partie ; enfin , \' Hydrodynamique 
de Bossut, et les Mémoires de Coulomb sur les machines et 
les moteurs, dont j’ai tiré plusieurs articles des troisième et qua- 
trième parties. 
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MÉC-ANIQUE 

PH ILOSOPHIQUE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

NOTIONS PRÈ liminaire S, 

I. Les sciences sont un des bienfaits de la civilisation , qui a conduit 
les hommes à l’invention de signes visibles et durables pour représenter 
et transmettre leurs idées , et qui laissant une partie d’entre eux libres 
des soins qui tiennent immédiatement à l’exisfencè et à la conservation , 
leur permet de se. livrer entièrement aux exercices de l’esprit. Sous ce 
dernier point de vue , les sciences sont un des fruits les plus précieux 
de cette admirable division des travaux et des devoirs, qui, dans une 
société bien ordonnée , fait concourir une multitude d’efforts vers un 
but commun , et assure à ceux qui embrassent une partie de ce qu’il 
faut exécuter ou concevoir pour le bien générai , la jouissance, pro- 
portionnée à leurs besoins , de ce que les autres conçoivent ou 
exécutent. 

Mais tous les membres du corps social , appelés à ces échanges 
réciproques des produits de leurs facultés , y apportent des degrés 
très-différens de puissances intellectuelles et organiques; et il est même 
nécessaire que ces nuances existent pour le maintien et l’harmonie de 
la société. 

Le plus grand nombre des individus , d’après les circonstances qui 
ont concouru à leur éducation ou établi leur système d’habitudes, n’ont 
pu ajouter à ce que le sentiment et les premiers besoins donneraient 
à l’homme appelé improprement homme de la nature * , que les 


* L'cut que-quclqiiet philosophes ont appelé état de nature , ne doit être considéré que 
comme une manière purement idéale d’envisagec Tbonime en faisant abstTaciion^c toutes s^ 

* A 
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2 COURS D E M i; C A N I Q U E. 

dcveloppemens indispensables pour rendre* possibles et établir certaines 
relations entre eux et une partie de leurs concitoyens. Cet état de 
l’entendement constitue ce (pi’on peut appeler {'intelligence moyenne, dont 
l’étal varie dans difTérens âges et cliei diflerens peuples. 

• * 

Quelques- uns , favorisés par des circonstances et mus par des im- 
pulsions particulières , se sont rendus aptes à des conceptions et des 
travaux d’un ordre plus élevé que ceux dont les hommes ordinaires sont 
capables, et qui, quoique. liés aux besoins et au bonheur communs, y 
tiennent par des chaînes dont les aiineauS sont plus ou moins nombreux. 
Chez eux V intelligence moyenne, perfectionnée et enrichie par Ve’tuJe, 
est devenue philosophie. Le passage de’ l’une à l'autre ne peut jamais 
offrir aucune solution de continuité' ; et parmi les sciences dont la philo- 
sophie se compose, leJ unes touchent à {'intelligence moyenne, d’autres 
sont contiguës a celles-ci; et ainsi se forment tous les échelons par 
lesquels on s’élève successivement depuis le sentiment jusqu’aux con- 
cej)iions les plus abstraites. 

Dans cet ordre de génération, une science quelconque a toujours pour 
bases ou matériaux primitifs un certain nombre de notions abstraites ou 
idées générales qu’elle emprunte ou de {'intelligence moyenne , ou des 
sciences iniêrmédiairës. Les opérations de rentendement' dont ces idées 
sont le résultat , doivent avoir été faites d’avance chez ceux qui veulent 
se livrer à l’élude de cette science ; et ils y consacreraient inutilement 
leur temps et leurs peines, sans {'aptitude que cette. préparation préli- 
minaire donne à leur esprit. 

2. Ainsi, dans la science de l’équilibre et du mouvement dont 
nous allons nous occuper , la première connaissance à donner à l’élève 
se réduit à lui faire une récapitulation méthodique de celles des idées 
abstraites auxquelles Ips exercices antérieurs de son esprit l’ont déjà 


faculirs autres que celles qui tiennent à la conservation et i la reproduction ; et en effet , 
SOUS qiiclqu^oint de vue qu'on l'envisage, on ne peut douter ^ apres une analyse fidèle e.t 
imparriale, IVut de société ne soit son état naturel. 
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conduit , qu’ii doit scparer des autres pour les considérer sous un point 
de vue nouveau et particulier , et en composer diverses agrégations 
représentées par des signes qui forment les élémens de la langue scien- 
tilique. D’après cela , le texte de la première leçon de l’instituteur se 
trouve dans le tableau suivant, où ces’ idées abstraites ou matériaux 
primitifs sont compris et classés : 


La Mécanique 
considère en 
général .... 


le temps ; 

1a force ou puissance , envisagée 
quant à ses effets; 

et les propriétés des corps . . . 


géométriques... 


physiques . . . . 


étendue. 

figure. 

masse. • 

impénélraLilité. 
mohliité. 
inertie. 


Les deux premiers élémens sont empruntés de la mctnphyshjiie ou 
idéologie , qui elle-même les a déduits des pretniers produits du sen- 
time/it ; les six autres sont tirés de la géométrie ét. de la physique , qui 
les tiennent immédiatemetit de la métciphysique. 

Au surplus, l’élève a pu , en partant des qualités sensibles des corps, 
arriver^ par une infinité de chemins ces idées générales : on va lui faire 
suivre la route inverse , mais en l’assujettissant à une marche systématique 
qui caractérise la science dont il s’occupe , et dirige ses nouvelles médi- 
tations vers dés recherches applicables aux agrémens ou aux besoins de 
la société. Dans cette seconde époque , l’art et la méthode viennent 
s’emparer de l’eniendement , et él^iborer , pour un but déterminé , des 
matériaux que la nature , les circonstances, et tout ce qu’on peut appeler 
l’éducation antérieure , y avaient rassemblés. 


3. Pour commencer l’emploi des matériaux primitifs par les rappro- 
chemens les plus faciles à saisir^ combinons d’abord ensemble ^1 mobilité 
et le temps , et occupons-nous des questions relatives-au moiwement isolé 
d’un point , abstraction faite des causes qui produisent ce mouvement , 

♦A a’ 
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et môme en ne considérant dans la ligne parcourue que la .longueur 
de cette ligne , sans aucun égard à sa courbure. 

4.. Nous avons donc uniquement A considérer, dans ce début, les 
espaces parcourus et les tempî qui leur correspondent , ou à comparer 
des nombres abstraits qui sont les rapports respectifs .entre les unités 
d’espace et de temps et dificrentes collections de ces unités. On est dans 
l’usage , pour abréger l’énonciation , de nommer ces rapports , rapport* 
entre les espaces parcourus et les temps. 

Les diverses lois dont les variations de ces rapixirts sont susceptibles , 
produisent une infinité d’espèces de mouvement , et chaque espèce est 
Séfinie par une équation dans laquelle l’espace parcouru est exprimé par 
une certaine fonction du temps et de constantes , et réciproquement. 

j. Toutes les espèces de mouvement sont comprises dans deux 
classes générales ; savoir : 

i.° Mouvement uniforme; 

Mouvement varie'. 

6. Le mouvement uniforme est celui dans lequel le temps, croissant 
par intervalles égaux, les espaces.parcourus corres|Jondans croissent aussi 
par intervalles égaux , c’est-à-dire , dans lequel les différences premières de 
l’une et l’autre variable sont constantes. Son équation la plus générale est 

e = £ -4- Fr, 

équation qui , traduite en lignes , appartient à la ligne droite. £ indique 
la distancé de l’origine ‘des espaces à laquelle se trouve le mobile lorsqu’on 
compte zéro de temps ou lorsque t :t=. o , et Fest le nombre d’unités 
d’espace parcourues pendant' chaque unité de temps. 

• 

7. Le coèfficient F, qui peut être considéré comme la quantité 
taracte'ri^que du mouvement uniforme auquel il appartient, est ce qu’on 

appelle la vitesse , qui a en général pour valeur, e — - £ est 

l’espace parcouru pendant le temps t. 
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NOTATION. 


r =: le temps, 
r = !a distance du mo- 
bile à rortgtne des espaces , 
au bout de temps t, 

E tt y «ont deux coè£- 
ciens constans. 

e — f = tVspace par* 
couru pendant le temps t. 


lE. NOTIONS PRELIMINAIRES. 


DÉFINITIONS. 

T H É 0 B È M f. S. 

PROBLEMES. | 

1. 

Du sens qu'il 
ûuc attribuer à 


1 

î 

X I 

cette expression : 
Rapport entre ict 
fspa ce J parc ourus 
et les temps. 


1 

i 

1 


♦ 

• 

1, 


\ 

J 

1 . 

Du mouvement 
uniforme. 


Trotter l'cquation du 
mouvement uniforme. 

i 



a. 

_ 


Construire cette cqua* 



tion. 

3- 

De la vitesse. 

1 . 

Lorsqu'un mobile se 
meut d'un mouvement 
uniforme , Jes espaces 
qu'il parcourt sont pro- 
portionnels aux temps 
employés à les parcourir, 
et la vitesse se trouve en 
divisant l'un de et* espa^ 
ces par le temps qui lui 
correspond. 

3* 

Donner la signiâcation 
des coèflicfens qu'elle ren* 
ferme , et déterminer U 
vitesse lorsqu'on connaît^ 
le temps employé à par-! 
courir un certain espace. 1 
1 
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8. Lorsqu’on a un nombre quelconque de mobiles qui se meuvent 
d’un mouvement uniforme dans une même ligne droite ou dans une même 
courbe non fermée , lomcs les circonstances de leurs mouvemens absolus 
ou relatifs se.dcierminent par la combinaison d’un nombre d’équations de 
la forme e ■=. E -+- V t , égal à celui des mobiles; et cette déiermiiution 
se fait toujours facilement, ou par le calcul, ou par des constructions. 

Il suffit meme d’avoir une formule générale , calculée pour deux 
mobiles , qu’on applique ensuite aux rencontres deux à deux d’un 
nombre quelcotique de mobiles ; on trouve poitr le temps qu’ils em- 
ploient à parvenir à une distance A' l’un de l'autre, 


I — r. T rfc A 

' = 

' " I Lfs signes et — ont 

et pour les distances où ils sont alors de l’origine, I lieu respectivement , selon 


^ = K 


I — r„T ± A' 


y. — y,. 

yj, _ K, 7; V„K 


) que les mobiles sont à la 
distance K , après ou avant 
i leur rencontre. 


" — • y. - y. ♦ 

Au point de rencontre , on a A" = o ; d’où 

s — K, T 


Des équations de meme forme, et la théorie analytique qui 
apprend à trouver leurs solutions en nombre entier , servent à déter- 
miner les circonstances du mouvement tant absolu que relatif, lorsque 
plusieurs mobiles parcourent uniformément une même courbe fermée; 
et ce problème est , comme le précédent , susceptible de construction. 

Quel que soit le nombre des mobiles , toutes les rencontres de deux 
quelconques d’entre eux se font à des époques , 

( On suppose y, > K,. 

En substituant dans ces 
formules des nombres entiers 


et les espaces parcourus correspondans sont 
Mobile n.» i- y 

Mobile n° 2. • ^ ^ o-p]. 


positifs quelconques pour r, 
on aura autant de solutions 
de la question qu*on voudra. 

Les espaces parcourus se 
comptent , respectivement , 
depuis le point de départ de 
chacun des corps. 
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PARTIE, NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


7 




NOTATION. 


et K„ sont les vitesses 
des deux mobiles; celui <|uj 
Â la vitesse y,,vi à la suite 
de celui qui a U vitesse 

K > y.. 

On sait » de plus , par les 
données du problème , que 
lorsque f = t, le mobile 
i a la vitesse K. » est à 
une distance t de l'origine 
des espaces parcourus , ori« 
gine de laquelle le mobile 
qui a la vitesse V, , est parti 
à l'instant où on comptait 
r = O. 


DEFINITIONS. 


4 - 

De la vitesse 
rr/jrrvr'lorsqu’on 
Iconsidèrelemou- 
|vemeni de deux 
ou de plusieurs 
points mobiles 
dans une mC'tne 
ligne. 


^ = le périmètre de la 
courbe parcourue. 

,9 * *•« > 

distances respectives ( plus 
petites que p) des mobiles 
un nvème point de cette 
courbe au moment de leuY 
départ , qu*on suppose, pour 
tous , répondre à r = o. 


I 


T H E O R E .M I?S . 


Toutes les circonsian> 
ces des mouvemens abso- 
lus ou relatifs d’un nom- 
bre quelconque de points 
qui SC meuvent uniforme 
ment, dans une memej 
ligne, soit droite, soit; 
courbe non fermée , ou 
dans une même courbe 
fermée , se déterminent 
par la combinaison d'un 
certain nombre d'équa- 
tions de la forme e^=. £ 
y.t , en appliquant 
au second cas la théorie 
analytique qui apprend à 
trouver des nombres en-| 
tiers satisfaisant à certai- 
nes conditions. * 


PROBLEMES. 


Un nombre quelcon- 
que de mobiles se mou- 
vant uniforméoicni dans 
une meme ligne droite , 
trouver , soit par le cal- 
cul , soit par des cons- 
tructions » les instans et 
les points dii ils sont 
à des distances données 
les uns des autres , et 
ceux où ils se ren- 
contrent. 


5 - 

Trouver les mêmes 
choses lorsque les mo- 
biles parcourent unifor- 
mément une courbe fer- 
mée. 
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8 COURSDE MÉCANIQUE, 

Ensuite , pour les rencontres 3 à 3 , 4 à 4 , &c. , on aura , en supposant , 
pour plus de simpiiciic , f., = o , les équations 


— U « 

r 

V. - K, 

— A 

F 

y. - K„ 

t 

F 

y. - y.. 

— -H > 

P 

y. - y,. 

7'“ _ 

y. - y.. 

1, H- t ' 

y. - y. 


Si l’on » de» valeur! entières et 
^ positives de U et 6 , telles que la 
première équation ait lieu t ü y 
l rencontre de trois mobiles;- 

Des valeurs semblables de «, 0 
et >, qui satisfont aux deux preniicrei 
équations , indiquent la rencontre de 
i quatre mobiles i et ainsi de suite. 


r 

&c. 


Lorsqu’on a trouvé les valeurs convenables de et , )3 , y , &c. , pour la 
rencoptre simultanée d’un nombre quelconque de mobiles , le temps 

qui s’écoule jusqu’à cette rencontre = 


lO. Le mouvement varié est exprimé, en général, par l’équation 

e=^f(t): 

le temps étant supposé croître par intervalles de grandeur arbitraire , mais 
égaux , le mouvement se nomme accéléré ou retardé , respectivement , 
suivant que les différences des espaces parcourus correspondans vont en 
augmentant ou en diminuant ; et dans l’une et l’autre hypothèse , il se 
divise en mouvement uniformément varié et mouvement varié en général. 

H. Les courbes qui représentent le mouvement accéléré ont une 
propriété commune ; il en est de meme .de celles qui représentent le 
mouvement retardé (Théorème 4). 

I 2. Cette propriété, et le caractère qui rend le mouvement accéléré, 
exigent qu’on établisse la notion de la vitesse dans le mouvement varié 
en général : un moyen assez simple d’y parvenir , est de considérer fa 
courbe qui a e—f (t) pour équation, comme la limite d’un polygone 
inscrit , et ce polygone comme le lieu d’un mouvenjent représenté par une 
équation de la. forme e zzz E -4- V t , daijs laquelle V est supposé une 


i.« PARTIE. NOTIONSPRÉLIMINAIRES. .9 

- NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

Th'ÉOR ÉMES. ■ 

PROBLEMES. 

Kf &c.. sont 

les vltcises respectives des 
mobiles. * 

a, fi, y, ôic. P sont des 
nombres entiers. • 


X. * * ■ ^ 

! A 

- 


■ 

1 1 




P ' ^ 

6. 

e = l'espace parcouriL. 

Du mouvement 
varie. 

î- 

Li courbe qui est le 

Donner l'équation du 
mouvement varié en gé* 

/ = le temps. 

6 . 

néral. 

f est letigne.de foaction. 

Des ' nionve- 

lien géoméiiique ;d*un 

. 


ment atcéitré et 

mouvement varié , pré- 



reiartié, ’ 

sente sa convexhé ou 


• * 


SI conctvité i l’axe des 

. . > 



temps , selon que le mou- 




vement cst’accélerc ou 


t ■ ■ - î 

1. . , 

retardé. 

■ ■ ’ !. 


. • 

I 

•i 

l 

1 




» • -t . . .IJ. 

■ f 

J 


1 

i 

i 


» 

1 


» *î * 

• . 'jf 

. . J f • • ^ 

.1 . * 

• 

1 

• 1 


• i . J 



■ 


* ' 






< . . î*... > 
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T O ‘ C O U R s' D E É C A N ï Q U E. 

variable qui reçoit dc5. accroissemens ou des diminutions finies à chacun 

des insians successifs qui correspomU ni aux anj^les du poligone. 

En effet, la relation des espaces parcourus aux temps, étant c z=zf(t), 
on a 

e' = e Ar- T f (t) f"(t -f- \t)-. 

et la vitesse avec laquelle un mobile parcourt uniformément un espace 
e' — e pendant le temps t , a pour valeur 

— - — =f(0 -Tf ' (‘ H- ^ 

c’est la vitesse depuis t jusqu’à / -t- t dans un mouvement qui aurait 
pour lieu géométrique le polygone circonscrit à la courbe e zz: f (t) • 
l’un dç'S côtés de ce polygone ayant e et e' pour coordonnées extrêmes. 
Or , en augmentant indéfiniment le nombre et 'la petitesse des côtés 
{^e et / étant toujours supposées les coordonnées d’un angle du polygone), 

on peut faire en sorte que la vitesse — - ne diflere <Sief(t) que d’une 

quantité atissi petite qu’on voudra ; d’ofi on conclut que la vitesse dans 
la courbe a pour valeur 

* 1 • f(t} ou . 

Cette expression ;de la vitesse se déduit aussi de la forme que prend 
le lieu géométrique des espaces parcourus , dans l’hypothèse où la variation 
du mouvement vient tout-à-coup à cesser (Théorème 4). 

IJ. Le mouvement luii/ôrme étant celui dans lequel les difierences 
i premières des espaces parcourus et des temps sont constantes en même 
teiqps , celui qui , dans l’ordre naturel des idées, s’en approche le plus, 

I doit être le mouvement qui , jiour les divisions égales du temps , a les 
, différences seconde^ des espaces parcoprus constantes. Cette définition 
, fournit immédiatemient l’équation ! 

I r = £ -H K/,H- i gt\ 

i qui représente le njouvement qu’on nomme uniformément varie'. s 

? / 

I I;^. Les circonstanles de ce mouvement peuvent se représenter gra- 
, phiquement par uiie parabole apolloniene , que l’on construit par les 
< méthodes comtues,- 

r' 







IMPARTIE. NOTIONSPRÉLIMINAIRE s. ït 


• N 0 T A T 1 0 N. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

e* zs: ce que devient e lors- 
que r devient t -f- t. 

• 


' 

/* , dcc. sont les signes 

(le fonction d’après U nota* 



s 

tion de Lagrange, 

• ■ 


1 

\ 

. , , 

• 

+• 



- 

Si la variation du mou- 




vement est supposée oes- 
ser tout-à-coup, la courbe 
qui est le lieu géométri- 
que des espaces parcou- 
rus , devient «ne ligne 



.. 

droite tangente à cette 
courbe, au point corres- 

• 

• / 

- ; 

pendant à Tinstant où 1a 
variation du mouvement 
a cessé. * 

7- 

Trouver l’cquation la 




plus générale du mouve- 

• 


• • 

ni.nt uniformément va- 

• 

7- 

, ' .. 1 - 

rié.. 


Du mouvement 


8. 

Construire cette équa- 


uniformément VI- 
'rié. 

* 

. 



tidn. 

• 



B i 
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ri COÜRS ÔÉ ME (î ANTIQUE.* 

I^. Les coèffîciens E.V ei g se rapportent à des ph<?nomènes de 
mouvement particuliers à chaque cas. Ainsi , 

l6. exprime, comme dans le mouvement uniforme, le nombre 
d’unités d’espace parcouru correspondant au zéro de l’axe ou de l’échelle 
des temps. , 

La vitesse à un Instant quelconque , a pour valeur 

V z= V g t. 

Ainsi le coefficient V donne la vitesse initiale ; et la vitesse acquise 
pendant le temps t , en vertu de la seule accélération , est égale à gt. 

ij. On voit que dans le mouvement uniformément accéléré, la 
relation des vitesses âux temps est la même que celle des espaces par- 
courus aux temps dans le mouvement uniforme; et on pourrait définir 
le premier mouvement celui darts lequel les accroissemens de vitesse 
sont proportionnels a\ix temps pendant lesquels ces accroissemens ont 
lieu ; ce qui conduirait à la même équation déduite de la condition 
que les différences secondes des temps sont constantes. 

1 8. L’espace parcouru pendant le temps t , dont l’origine est prise 
à un instant quelconque du mouvement, a pour valeur 
y T _4_- ^T-r -H ; 

et la partie de cet espace parcourue , en vertu de la seule accélération, est 
j^T*,én observant quel^-t-^/est la vitesse au commencement du temps t. 

La vitesse acquise penda’it le temps t’ en vertu de la seule accé- 
lération* est g T art. id; et l’espace^ t* parcouru pendant le temps t, 
en vertu de la vitesse g t, est double de ÿ g'r ' , espace parcouru en 
Vertu de la seule accélération pendant le même temps. 

I^. On voit, par ce qui précède, que l’espace parcouru en vertu de 
la seule accélération, pendant chaque unité de temps, a pour valeur y g , 
et que la vitesse «cquise , pareillement en vertu de la seule accélération , 
pendant la même unité de temps , a pour valeur g ; l’une ou l’autre de 
ces quantités j ^ ou ^ est donc très-propre à caractériser un mouvement 
uniformément varié considéré isolément , et à le distinguer de tout autre 
mouvement de même espèce; on a, en conséquence, donné à la quantité g 


I/* PARTIR. NOTIONS PRtLIMINAIRES. 


»3 


NOTATION. 


r = la vitrssc à un instant 
jquelconque. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


5 - 

La vitesse que le mo- 
bile acquiert pendant un 
temps quelconque en 
venu de la seule accélé- 
ration , est proportion 
jnelle an temps. 


P R OS L EM ES. 


8 . 

De la farct ae- 
I ctUratrict ou re- 
tarjatrice dans le 
mouvement uni- 
formémeat yijié.| 


6 . 

L’espace parcouru en 
[vertu de la seule accé- 
Mération pendant le temps 
T , est proponionnel à t*. 

7 - 

L'espaceparcouru pen- 
dant le temps t en vertu 
de la vitesse que l’accé- 
lération seule peut don- 
ner pendant ce tevps r, 
est double de l’espace 
que l’accélération seule 
fait parcourir pendant le 
même temps t. 


Trouver la vitesse à 
un instant quelconques 

10. , 

Trouver la vitesse ini- 
tiale. 

11. 

Calculer la vitesse que 
le mobile acquiert pen- 
d;qit un temps quclcon 
que, en vertu de la seule 
accélération. 

12 . 

Trouver l’équation gé 
nérale du mouvement 
uniformément accéléré , 
jen définissant ce mouve- 
ment, celui dans lequel 
la vitesse acquise par 
l’accélération est propor- 
|tionnellc an temps. 

» 3 - 

Trouver l’espace par- 
jcouru par le mobile 
pendant un temps quel- 
conque , dont l’origine| 
coïncide ou non avec 
celle du mouvement. 

H- 

Trouver la partie de 
|respace précédent par» 
courut en vertu de la 
seule accélération. 
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COURSDEMÉCANIQUE. 
un nom particulier , et elle s'appelle force accélératrice ou force retarJa- 
trice,si:\on que !e mouvement uniformément varié est accéléré ou retardé. 

Lorsqu’on a construit la courbe qui représente un mouvement unifor- 
mi;<nent varié quelconque , il est aisé de trouver la longueur de la ligne 
qui , dans ce mouvement , représente la force accélératrice ou la force 
retardatrice, 

20 . L'équation du mouvement uniforme n’est qu’un cas parti- 
culier de celle du mouvement uniformément varié , et toutes les deux 
se déduisent Je riptégration de l’équation différentielle 

r 

— = 

g pouvant être zéro ou une quantité constante quelconque. 

2 1. Les memes équations des mouvemens uniformes et uniformé- 
ment variés, peuvent se déduire de l’intégration de l’équation aux diffé- 
rences finies 

A’r 

. — — = constante. 

7 

Mais il faut observer que les intégrales se complètent par des fonctions 
arbitraires de la forme , 

fonction [sin. cos. { ' J]i 

et que ces intégrales n’offrent les propriétés des mouvemens uniformes 
et uniformément variés, que dans les suites de valeurs de e, correspon- 
dantes à des divisions de t égales à t ou à un de ses multiples , quel que 
soit d’ailleurs le point de l’axe des temps où ces divisions commencent ; 
les suites de valeurs de e qui. correspondraient à des divisions de t qui 
ne seraient pas égales à r où à un de ses multiples , n’appartiennent point 
à ces deux mouvemens. 

, Cette proposition est une conséquence de la théorie que j’ai exposée 
dans le n.° 26 de mes Faillies d’Analyse, ou dans le quatrième cahier 
du Journal de l’École, page po p. 

.22. Le mouvement varié , en général , étant exprimé par l’équation 

. = ' 

on a l’équation suivante , qui donne le rapport entre les accroissemens 
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P A RT II. n'otions préliminaires. 


^5 


NOTATION. 


f = l« temps. 
e =: Tespacc parcouru. 

T = un nombre donné 
d’unités de temps , compo-| 
sant UQ<! des divisions cgales| 
de l’axe des Hemps. 

T = la demi-circonférence 
qui a Vunitc pour rayon. 


DEFINITIONS. 


8 . 

L’équation du mouve- 
ment uniforme est un 
cas particulier de celle 
du mouvement varié. 


THÉ OR i M E S. 


PROBLEMES. 


Étant donnée la courbe 
qui représente un mouve- 
ment uniformément va- 
rié quelconque, trouver 
la longueur de la ligne 
qui , dans ce mouvement , 
représente lay^rce accé- 
Uratr'tce ou rtrardütrice, 
l6. 

Donner l’équation dif- 
férentielle dont l’inté- 
grale renferme les équa- 
tions des mouvemens 
uniforme et uniforme- 

jf. 

ment vane. 


Il y a une infinité 
d’équations qui , pour 
certaines divisions du 
temps , offrent les pro- 
priétés des mouvemens 
uniformes et nniformé- 
meut accélérés , sans 
néanmoins appartenir à 
ces espèces de mouve- 
ment. Cette 'propriété 
dérive de l’introduction 
des fonctions révolutives 
arbitraires, dans les in- 
tégrales des équations 
aux différences finies. 


Construire l’équation 
Kf-f-sin. 

qui offre les propriétés 
du mouvement uniforme 
pour les suites de valeurs 
de e correspondantes à 
des divisions de e, égales 
à T, quel que soit le point 
de l’axe des temps où ces 
divisions commencent. 


/ 
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l 6 COURS DE MÉCATJIQUE. 

corresponJans de l’espace parcouru et du temps 

=: f(t) -H -f- ^r(t -H Xt/ 

La valeur du dernier terme est, d’après le théorème de Lagrange, 


■~r(‘ -H *= ^r(o 


1.3.4 


r(o 


&. 


2 J. Si on prend l’origine de t pour l’origine du temps , et que l’on 
considère f(t) Ou e comme l’espace parcouru primitif, les mouvemeiii 
qui seraient représentés par les équations 
e' z=. f(t) H- Tf'(t) mouvement uniforme , 

e' =. f(t) -H rf(tj H- .mouvement uniformément varié , 

ou, en employant l’ancienne notation 

t' ■=. e “t- Ÿi T mouvement uniforme, 

^ * 

c' z=. e H T -+- . — . . . .mouvement uniformément varié, 

at dt » 

• seraient”",, respectivement , parmi ’ tous les mouvemens de même espèce , 
c’est-à-dire, parmi tous les mouvemens qui ont leurs différences pre- 
mières ou leurs différences secondes constantes , ceux qui , pendant un 
certain temps fini , avant et après l’origine de t , s’approcheraient le 
plus du mouvement qui a pour équation e = f ( 0 ' 

est (art. la) la vitesse qui a lieu au commencement de t ou à 
la fin de /. 


24. -^^est, d’après ce qu’on a dit (art. 15?) , \a. force accélératrice 

du mouvement imiformémept varié dans lequel le mouvement ez=:f(t) 
se transformerait , à compter de l’instant qyi termine t ou qui commence t, 
si la somme de tous les termes qui empêchent les différences secondes de e 
■ d’être constantes , s’évanouissait , ou si on avait /"Yt -H = o. 
Cette propriété et celle énoncée dans l’article précédent , doivent faire 

regarder comme une quantité caractéristique dans un mouvement 

quelconque, et elle représente ce qu’on nomme dans un mouvement 
varié , en général , la force accélératrice , constante lorsque la variation 


I." PARTIE. NOTIONS PRÉLIMINAIRES, 


>7 


NOTATION. 

r = le temps. 

T = l’accroissement de f. 

e et e* sont les espaces 
respectifs» correspondant à t 
et à f T , c*c5t - à - dire , 
sont les distances respectives 
âoiquelles le mobile setrouve 
de l'origine des espaces , au 
bout des temps r et r -h t » 
si le mobile est supposé à une 
djst^e £ de cette origine » 
lorsqu’on compte zéro temps» 
ou lorsque r = o , l’espace 
qu'il aura elTectivement par- 
couru» pendant le temps t , 
sera e — 

A = une fraction inconnue 
et positive. 

r > r 

de fonctions d’après U nota- 
tion de Lagrange, 


DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 


lO. 

Les mouvemens qui 
se déterminent par le 
problème i8, sont» de 

l8. 

Trouver les équations 
du mouvement uniforme 
et du mouvement uni- 


tous les mouvemens de 
meme espèce, ceux qui 
pendant un certain temps 
fini, avant ou après Tins- 
tant auquel se rapporte 
leur origine» approchent 
le plus du mouvement 

formément varié , dans 
fcsqncTs p à partir d’un 
instant quelconque» le 
mouvement qui a e = 
f (t J pour équation , sei 
transformerait si l'on fai- 
sait abstraction de tous 

• 

qui 1 f =/ (t ) pour 

les termes de l’équation. 

• 

équation. 

e' =f (t -t- r) , qui 
empêchent respective- 
ment les dilTèrcnccs pre- 



mières ou les diiférenccs 
secondes de r d’être 

i 

‘ 

coostantes. 

• 9- 

. \ 


De la force ac- 
célératricedansle 
mouvement varié 
en général. 


c 


.c 
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l8 COURS DE MÉCANIQUE, 


est uniforme , et changeant d’un nroment à l’autre , lorsque la variation 
est quelconque. 


25. Les formules fondamentales d'un mouvement quelconque, con- 
sidéré uniqueiifent quant à la relation entre les temps et les longueurs 

e d V 

des espaces parcourus, sont, en observant que — 


^ — f( 0 : *' = 


d t 


e d V 

■! — ~jr’ 


26. Le mouvement uniforme sert de mesure au mouvement unifor- 
mément varif * art.* ip; et comme ce dernier sert de mesure au mou< 
vement varié en général, art. 24, c’est, ultérieurement, le mouvement ^ 
uniforme qui fournit le moyen de comparer tous les autres mouvemens 
entre eu.\. 


27. Si l’on fait entrer dans les valeurs de e. données art. 23 , les 4.', 

J .* , &c. termes du développement de f { t ■ -f- , oTi aura les mouvemens 

à différences 3.', 4.', &c. constantes, qui parmi tous ceux de leurs 
espèces respectives , et pendant un temps fini, •après ou avant un instant 
donné, approchenule plus du mouvement quia e ~f ( t) pour équation. 

Toute la théorie précédente n’est que celle des osculations de différens 
ordres , appliquées à des considérations relatives au mouvement. 

28. Nous pouvons maintenant ajouter aux idées abstraites du temps 

et de la mobilité , celles de \a. force ou puissance , de la nuuse , de ['impé- 
nétrabilité et de ['inertie , en faisant encore abstraction de V étendue et de 
U fgure. ^ 

La nature de cette cause de mouvement, nommée force o\x puissance, nous 
est toul-à-fail inconnue ; l’homme appelle force la faculté organique qu’il a de 
se mouvoir , de s'arrêter , de produire ou de faire cesser le mouvement des corps 
qui l'environnent ; et sans savoir en quoi consiste cette faculté, il a supposé qu’il 
existait quelque chose de semblable dans les’agens physiques qui sont ou qu'il 
croit être, sur le globe terrestre et dans l’univers, les causes du mouvemem de 
différens corps. 

Mais nous n’avons, en mécanique , aucun besoin de connaître la nature de la 
force ou puissance qui est représentée , mesurée et introduite , dans le calcul , uni- 
quement par \es effets qu’elle produit. Ces eflets se réduisent toujours à des vitesses 


PARTIE. NOTIONS P R É L I M I N A I R F. S. 


«9 


NOTATION. 


9 = U force âccéicratrice. 
y = la vliesie. 
r,f et/" ont U meme signi- 
fiution qu*«ux art. 22, 23 
et 


Lt force accélératrice de 
jla pesanteur terrestre , au ni- 
veau de la mer, sera cons> 
tamment représentée par la 
lettre g: dans tout le cours de 
cet ouvrage. 


DEFINITIONS. 


La force accélératrice, 
nir un histant qoelcon- 
que , est égale à la vitesse 
qu'acquerrait le mobile 
pendant l'unité de temps, 

tl V 


THEOnEMES. 


PROBLEMES. 


si le rapport 


d t 


de- 


De qi qu'on 
entend par force 
ou puissance , et 
de ce qui doit la 
représenter dans 
le calcuj d'^rés 
les divers ed«s de 
celte cause incon- 
nue que nous ob- 
servons dans 1a 


1 1 . 

De U pression 
et de son éva- 
luation. 


mentait constant pendant 
cette unité. 

12 . 

Si dans l'équation 
= on suppose' 

que e augmente de r , et 
!qu'ot#Jévcloppe/('f Tyf, 
suivant les pfuissances de 
T, les cocfficiens de t* , 
|t' et le double du coéffi- 
Icicnr de T* seront res- 
pectivement l'espace par- 
jcouru, la vitesse, et la 
force accélératrice au 
jbout du temps r. 

■J- > 

Un corps tombant dansl 
le 'vide , se meut d’un 
Imouvcment uniformé- 
ment accéléré, dont la 
, Worce accélératrice estl 


Trouvera quel instant 
la force accélératrice du 
mouvement qui a e = 
f équation , est 

égale à la force accélé- | 
ratrice de la pesanteur«;'| 
problème qui est résolu 
par l'équatidh 

/■■ O) = s- 


9Î^°9 , OU 7,322 me 
très , suivant qu'on prend 
pour unité de temps la 
seconde sexagésimale, ou 
la 100000.* partie du 
jour 


20. 

Trouver les équations 
des mouvemens, dans les- 
quel! les diderences 3 .* , 
4.* , àx. des espaces 
parcourus sont constan- 
tes , qui , parmi tous les 
qiouvement de même es- 
pèce et À compter d'un 
instant donné , appro- 
chent le plus du mou- 
vement qui a pour équa- 
tion e z=.f (t)» 


. C 2 


# 


Google 
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COURS DE MÉCANIQUE, 

que les puissances ou (endeiu à donner , ou ont eHeclivemenl données à- de cer- 
taines masses ; la loi de cenrint/tté y est constamment observée. Un corps ne passe 
pas d'une vitesse à une autre, sans avoir t-u toutes les vitesses intermédiaires : 
ce|>endant la transition e.sl souvent si rapide, qu'elle semble être discontinue, 
et on considère même en mécanique^ ces changemens hriisquis ou variatnns 
instantances et finies de la vitesse ; mais ce sont des limites que l’esprit conçoit , 
et dont les phéiiumcnes réels s’approchent d'autant plus , que le temps corres- 
pondant à une augmentation ou diminution finie de vitesse est plus court. 

• Parmi les diverses puissantes que la nature nous offre, il en est une très- 
remarquable dont il convient de prendre les effets pour terme de comparaison 
de ceux des autres puissances ; c’est la pesanteur terrestre à la surface de la terre: ' 
son influence sur la vitesst, en un lieu détermine, est la même, quelle que soit 
la masse; tout corps libremeni soumis à son action, dans le vide, se meut 

un mouvement uniformément accéléré , et reçoit , pendant chaque seconde de 
Temps, une augmentation de vitesse constante = 9,809 mètres, à la latitude 
de Paris; la seconde, prise ici. pour,uniié de temps, est celle relative à la 
division du jour en 24 heures ; .en prenant la 1 00 000.’ partie du jour pour 
unité de temps, cette vitesse serail'= 7,321 mètres. Je parlerai, dans la suite, 
des expériences qui ont conduit i ces résultats. * 

2^. J’ai réJuit l’effet de \ti force ou puissance à des vitesses qu’elle 
tend à donner ou qu’elle a effectivement données à de certaines masses ; 
ces deux cas doivent être distingués. Dans ^ premier cas , l’effort exercé 
par le corps animé de la puissatice , contre l’obstacle qui arrête son mou- 
vement naissant ou prêt à naître , s’appelle pression * ; et voici comment 
on déduit de la pesanteur la mesure de la pressiof, quelle que soit la nature 
de la puissance comprimante. 

50. On pose comme principe de fait , i .® que si plusieurs corps pesans 
produisent , par leur» pesanteur , le mîme changement dans un autre 
corps de forme variable qui oppose une résistance constante à ce chan- 
gement ; si , par exemple , suspendus à un même jx>int d’un ressort , fixé 
par un autre point , ils le font tous plier de la même quantité , les efforts 
verticaux nécessaires pour empêcher que la pesanteur ne donne un mou- 
vement naissant à chacun de ces corps , seront tous c^gaux ; 2..° les 

* Il faut applii|iier tout ce qu’on va dire de U pression , aux attractions et répulsions qui 
tendent à produire un mouvement naissant. 


■m. 
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I." partie.*N 0T10NS PRÉLI MltJ ai res. 
efforts nécessaires pour empêcher que la pesanteur ne donna un mou- 
vement naissant # divers volumes d’une matière homogène , sont pro- 
portionnels à ces volumes. 

51. Avec ces deux principes, on est en état d’exprimer en nombres 

le rapport qu’il y a entre une preAion quelconque , et celle qu’exerce sur 
un plan horizontal un vol^ime donné d’une matière déterminée honfb- 
gène et pesante, tel 4 e que serait, par exemple, la 1000.' partie d’un 
mètre cube d’eau distillée , mise à une température convenue ; et ce 
rapport est ce qu’on appelle l’éyaluation , en poids , de la pression dont 
il s’agit. • 

52. Passant au second cas , telui où la puissance a produit une 
vitesse finie, nous remarquerons d’abord une différence entre la pesanteur 
et d’autres espèces de puissances, telles que la force des animaux, celle des 
ressorts , le choc des fluides , &c., ou même la pesanteur d’un corps grave 
employée à mouvoir d’autres masses que la sienne propre. Chacun de ces 
derniers moteurs ne donne pas , en vertu d’une même somme d’efforts , 
la même vitesse à unè masse quelconque , mais en donne une d'autant 
plus petite, que la masse à mouvoir est plus grande. C’est à ce principe 
de fait qu’il faut rapporter la véritable notion de cette propriété de la 
matière qu’on nomme inertie. On .verra , avec un peu de réflexion , 
que ce que j’ai dit art. 28, n’y fait poiiR une exception, en ce que-, 
lorsque la pesanteur change l’état de repos ou de mouvement d’un corps , 
son action, préexistante dans toutes les parties de ce corps, se proportionne 
à la quantité de matière sur laquelle elle s’exerce. 

2 J. Mais il est toujours aisé de comparer la vitesse acquise en vertu 
d’une puissance quelconque , h celle que la pesihteur communique soit 
en faisant parcourir un certain espace , soit au bout d’un certain temps t : 
V étant une vitesse produite d’une manière quelconque , les formules 

V = t = h=-^,h = Ut' 

donnent la hauteur h d’où ihfaudrait qu’un corps tombât verticalement 
pour acquérir cette vitesse , et réciproquement , ainsi que le temps t de 
la chute ; h est ce qu’on appelle la hauteur due à la vitesse y, 

/ 
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La résistance tju’oppose un corps animé d'une vitesse à un obstacle 
qui tendrait à ilciruire ou à diminuer cette vitesse, s? nomme cAoc ou 
percussion. On trouvera dans la quatrième partie de cet ouvrage , une 
théorie du choc, où je fais entrer en considération les diverses circonstances 
physiques qui intlueul sur ses effets , *l où la communication du mou- 
v«nent, pax percussiçn , se trouve comparée ù celle produite par la pesan- 
teur. Je me bornerai , en ce moment , à parfer du <:hoc qu’exercent les 
uns contre les autres deux ou plusieurs points matûriels qui se meuvent 
dans une meme ligne droite , en leur conservant la propriété qu’on nomme 
e'/cjstkite , prise dans ses degrés exirciaes. 

Pour se faire une idée de .cette propriété qui puisse donner sa 
mesure , imaginons qu’un corps se meuve perpendiculairement à un plan 
immobile et incompressible ; sa vitesse s’éteindra par la résistance de ce 
plan, mais suivant que la forme de ce corps, altérée par le choc, 
se rétablira en tout ou en partie, il reprendra, en sens contraire, ou la 

totalité, ou une partie de sa vitesse primitive, et -^sera la mesure de 

son élasticité, parfaite lorsque r, = v, nullô lorsque v, z=z o , ce qui 
est le cas des corps mous et des corps parfaitement durs. 

Comme nous faisons encore abstraction de \a.fgure et de Ye'lendue , 
nous ne considérerons dans le*choc dès points matériels que l'effet final 
résultant do l’élasticité, sans nous embarrasser de sa cause, et en en sépa- 
rant mentalement les phénomènes , relatifs au changement de figure , qui 
l’accompagnent dans le choc des corps étendus. 

Cela posé , si deux ciftçs ou points matériels parfaitement durs , se 
mouvant dans une mênj| ligne droite , sont dirigés en sens contraire , et 
que les produits respectifs de leurs masses par leurs vitesses , produits 
qu’on nomme quantités de mouvement , soient égaux , ces deux corps 
demeureroTit immobiles à leurs points de rencontre. 

Les vitesses des mobiles peuvent être les vitesses naissantes 
imprimées par des puissances ; ce qui fournit le moyen d’introduire 
dans la valeur de la force hotrice , qui est le produit de la masse par 
la force accélératrice-, le poids absolu p du corps et la force accélératrice^ 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 


lî.* 

De la hauteur 
due à une v)teme. 




> 3 - 

Du choc. 



y = fa vitesse du corps 
avant le choc. 

• 

> 4 - 

De l’élasticité. 

• 

« ! 

J 

i 

V, = sa vitesse après le 
choc. 



• 

• 


A 


• 

* . 

• 

= la font metriu cRcc- 
tive ditcorpi, correspondante 
i rioercment de vitessj dv. 

t 

V 

-! 

D^a quantité 
de mouvement et 
de la force me- 
trice. 

* 4 * 

Si deux points mate- 
riels parfaitement durs 
se meuvent en sens con- 
traires dans une mèaie 
ligne droite avec des 
quantités de mouvement 
claies » ils demeureront 
immobiles tu point de 
contact. , 

- 

- 

é: 

21. • 

Trouverunc expression 
générale de la force mo- 
trice dans laquelle entre 
(c poide absolu du corps , 
et la force accéUratrice 
de. la pesanteur terrestre. 
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la pesanteur : on a pour cette valeuf , 




d V 
d t 


P 

ou f =: — 

^ • i 


d' 


■S dt‘ 

Les circonstances d’un mouvement quelconque sont ainsi rapportées aux 
phénomènes connus et aux mesures absolues déduites de la chute des 
graves. 


58. On peut, par le théorème d’équilibre de l’article , trouver 
plusieurs quantités de mouvement équivalentes à une seule , et récipro- 
quement : la première opération s'appelle décomposition ; et la seconde , 
composition des quantités de mouvement. Dans ce dernier cas , la force 
unique cherchée s’appelle résultante , et celles que cette force unique 
peut remplacer se nomment composantes. Les mouvemens sont encore 
supposés dirigés dans une même ligne droite ; et la formule générale 
qui, dans cette hypothèse , comprend tous les cas de composition et de dé~ 
composition , est , en observant qu’au moment du choc tous les corps 
doivent être disposés de manière que leur séparation ou la discontinuité 
du système n’ait pas lieu , V M — ( v' ni -t- &c.^=:o , ou 
v,m , -+- H- y^m^„, &c. — ()im' -4- v" m" -j- v"‘ m"' —H = o : 
m, , m^, &c. ont des vitesses positives dirigées dans un même sens , m' , 
m*, &c. ont des vitesses appelées négatives, parce qu’elles sont toutes dirigées 
dans le sens contraire. Ces équations renferment et les quantités de mou- 
vement données f^A/ou H- &c., et celles qu’on veut leur substituer; 
toutes ces dernières peuvent être prises arbitrairement , à l’exception d’une 
seule , qu’on déterminera de manière que l’équation soit satisfaite. 

jp._L A décomposition dont je viens de m’occuper, fournit une première 
occasion de parler du principe général de mouvement , attribué à d Alembert 
(théorème > J ) . et donne les vitesses après le choc, de deux points matériels , 
parfaitement durs oii parfaitement élastiques, qui se meuvent , dans une 
même ligne droite, avec des quantités de mouvement inégales, et de ma- 
nière à pouvoir se rencontrer. Il faut, dans les formules suivantes, em- 
ployer les signes supérieur et inférieur , respectivement , suivant que * 
les vitesses ont le même signe ou des signes contraires î et posant 
V >V , dans le premier cas , ou lorsque les corps vont à la suite l’un 
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N <^T A T 1 O N. 


Vitesse.) ^ ^ quanitié de 

M 




mou>cmeM dun» 


&c., 


&c.. 


m' m" ^ 

Î &c. * quanritA-s de 
mouvement à vubs^ 
tituer k y AI, 


DEFINITIONS. 


l6. 

De ce qu'oa en> 
tend par vUesscs 
et quantités d 
mouvement, né- 
gativts et poiiti- 
ves , compoûnon 
et ^ décofnpostncn 
du mouvement 
risuhante et com- 
yoiantes , dans le 
cas ou des poincsj 
matériels se meu> 

vent ou sont soi- 

• 

Itcités i se mou- 
voir dans une me 
me ligne droite. 


T H£OR EMES. 


* 5 * 

Si plusieurs points ma- 
tériels en repos sont 


PROBLEMES. 


me ligne droite ÿ et qu'au 
même instant chacun 
d*eux soit sollicité par 
une puissance dirigée 
dans la même ligne droi- 
te , décomposer chaque 
force motrice imprimée , 
en deux lUtres dont la, 


Uri point matériel agis- 
sant contre un obsucle 
avec une quantité de 
mouvement donnée, subs- 
tituer à son action celle 
de tant d'autres points 
massifs qu'on voudra , 
mus dans la même ligne 
droite' que le point cn^ 
question , et animés de 
didérentes quantités de 
mouvement. i 

Résoudre le problème 


Deux points matériels 
parfaitement durs ôu par- 
juxtaposés dans une'nic-jfaitcmcnt élastiques, sc 
mouvant dans une même 
ligqe droite et venant à 
la rencontre l'un de l’au- 
tre avec des masses et des 
vitesses «tonnées, trouver 
la vitesse de chacun d'eux 
après le choc. 


D 
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lit' l’autre, la vitesse après le choc a pour valeur, dans les états extrêmes 


d’élasticité , 

Corps parfaitement durs . / = v“ 


Corps parfaitement élastiques . 



y'Af ± KV'^ 

AV -K AI- 

y (AV — Al") ± > Al- V" 
AV AS" 

zç. y (AV — Al") 1 ,lf' V 
AV Al" 




40. Les solutions de ces premières questions fournissent des consé- 
quences qui tiennent aux grands principes de là mécanique , et dont on 
ne saurait doiuier trop à boime heure des notions ■ exactes ; ces consé- 
quences sont , • 


1. ® L’invariabilité, dans le choc de deux points matériels parfaitement 
durs, de la vitesse d’un point dont la distance à un point fixe est à chaque 

• * db • / jii« •/ 

instant = — repond a la ^nservation du mouvement 
du centre tf ixerlie ; 4 

2. ® L’invariabilité, dans le choc des corps élastiques de la somme 
ir'* H— M“ v"‘ des forces vives , qui est coitstamment égale à la 

somme primitive M' V * -t- M“ V“ ‘ , lorsque les deux corps ne sont 
sollicités par aucune puissance; 

3. ® Une propriété commune aux chocs dï? corps parfaitement durs 
et parfaitement élastiques , qgi consiste en ce que la somme des produits 
de ’ chaque mas.<o par le carré de la différence entre ses vîtesSes avant 
et après le choc, est un minimum; ce qui répond au principe de la 
moindre action. 

Le çendule à oscillations coniques nous founiixa bientôt un exemple 
de l’appiication du principe des aires, 


t 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

Avant le choc . 


première soit celle qui 

1 




aura effectivement lieu 

» 

V' = vilCSM 
Af = misse 

du i.«' corps. 


( d’après i’aciion réci- 
proque des corps les uns 


f'" = vitesse 

du corps. 


sur les autres ) ; la se- 


J/" = masse 


conde sera telle, que si 


Après le choc. 

• 

clic eut éxé seule impri- 


v' = vitesse de Af. 


niée f tout le système 


v" = vitesse de ■AT'. 


serait demeuré en repos. 


I A un în<rant 

quelconque 


i6. 


du mouvement , 

• 

Dans le choc des 


• 

x' = distance de Af k un 


points matériel parfai- 


looint 6xe pris 

sur la liene 

• • 

tement durs , la vitesse 


Idroite où le mouvement a 

• 

du point dont la distance 

- 

liieu. 

1 


à l’origine de x' et x" est, 


I x" = distance de AT' au 1 


â un instant quelconque. 


mémê point. 


. 

. . . A/' ± A/' x" 

A/'H-Ar ' 
celle vitesse, dis-je, est 
la meme avant et après 
le choc , et a pour valeur 

1 




r AT ± 1* A/" ' 


4 

« 


M' -t- Af ■ 




•7- 

>7- 




De la vitesse 

Dans le choc des corps 




relative. 

élastiques, la vitesse rcla- 





tive et la somme des 




i8. 

forces vives sont les me- 



■ 

De la force vive. 

mes avant et après le 
choc, la vitesse relative 
changeant seulement de 



• 

.•'9- 

signe. 

i8. 


. 

• 

De la quantité 

La quantité d'action 




d'action. 

consommée dans le choc 
éi deux points ma#ricls 



* 

• 

parfaitement durs ou par- 




• 

iaitement élastiquei , est 
un minimum* 

• 

• 



N 

■ . 

< 

D a 
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41 . Les ph(?nomcncs de la réfraction fournissent une application 
simple et curieuse du principe de la moindre action. 



'^ 2 , L A composition et la décomposition des puissances qu! ne sont 
pas dirigées dans une même ligne droite , se fait avec facilité , lorsqu’on 
est parvenu à résoudre le cas de deux puissances concouratu en un 
même point, ' • 

* 



43- Cette solution fournit le fameux théorème du jMurallélogramme 
des forces , qui est le fondement de la 'solution de toutes les questions 
d’équilibre qu’on peut proposer. “ 
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I." <> A R T I F... NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


NOTATION. 

DÉFINITIONS.* 

T H £ OJI £ M E s. 

PROBLÈMES. 

• 



• 24. 

^.tant donnés de posi- 
tion deux points sur un 
plan, entfh lesquels passé 

• 


* 

unr ligne droite donnée 
aussi de position ; si un 
corps va du premier point 



. 

à la ligne avec une vhesse 


• . . 1 


uniforme donnée f et ên- 

• 


• 

suite de la ligne au second 
point avec une autre vi- 
tesse uniforme donnée*, 
trdhvtr le point de la li- 
gne où le corps doit la 

. 


' 

rencontrer pour que sa 

- 



quantité d'action soit un 


* 

• 

minhnum. 

^ 5 * 

Appliquer la solution 
du problème précédent 

■ 

20 , 

19. 

aux phénomènes de la 
réfraction. 

26 . 


fl. composant 

Si la puissance unique 

Deux puissances dont 


tts et des rêsui' 

ou résultante dont la re* 

les directions font un an- 


tantrs dans le ca^ 

cherche fait l'objet du 

gie quelconque entre el- 

• • 

où les direction» 

problème 26 , est appli- 

les , agissant sur un même 


•des puissances ne 

quée dans une direction 

point maiériel , trouver 


sont pis dans U 

contraire, elle annullera 

unepuissanceunique qui. 


même ligne droi* 

Iclfct des deux compo- 

appliquée à ce point, lui 


te. 

santés, de manière que 

donne le même mouve- 



les trois puissances se 

ment que les deux com- 



feront équilibre. 

20. 

Les deux composantes 

posantes. 

• 


mentionnées au théorème 
précédent étant représen* 


» 


tées par les diux côtés 
d'un pa allélogramme , 
lesquels eptes feraient 
entre eux un angle eg<.l à 
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% 


44' On déduit de ce théorème un grand nombre de conséquences, 
dont les principales v>nt consignées dans les théorèmes ci à côté. 

r 

I 






I 

i 
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I « PARTIE. NOTIONS PRELIMINAIRES. 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


celui formé par les direc- 
tions dv ces çomposantcs, 
U résultante sWa rcprc' 
sentcc par la diagonaJc 
de ce parallélogramme 

2 1 . 

Chacune des puissan* 
ces sus-nuntionnées, c&t 
proportionnelle au sinus 
de l’angle formé par les 
directions des deux au* 
très. 

22 . 

on forme un triangle 
de trois lignes perpendi- 
culaires, respectivement, 
aux trois directions des 
puissances sus-mention 
nées , chacune de ces 
puissances sera, propor- 
tionnelle au côté du trian- 
gle qpi est perpendicu- 
laire i sa direction. 

^ 3 * . 

Les trois puissances 
sus-mentionnées et les 
angles formés par leurs 
trois directions , forment 
six quantités , dont trois 
se calculent par les trois 
autres , au moyen des 
méthodes trrgonométri- 
ques qu’on applique aux 
trois côtés et aux ^rois 
angles d’un triangle. 

L’une quelconque des 
trois puissances en équi- 
libre sur un point , peut 
être regardée comme ré- 
suUûnte et les deux autres 
coHuae (ompo^anus* 


PROBLEMES. 
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. '45- Une des applications les plus utiles du principe de la compo- 
sition et de la décomposition des forces , est de décomposer une force- 
appliquée à un point , en trois forces respectivement parallèles à trois 
axes perpendiculaires entre eux. 

46. Cette décomposkîon es% d’un usage continuel dans la méca- 
nique; et sa grande utilité vient principalement de l’indépendance qui 
existe entre les actions de chaque groupe de forces parallèles , indépen- 
dance qui permet de considérer séparément les équations de l’équilibre 
ou du mouvement pour chacun de ces groupes. Nous nous en sommes 
• d’abord servis pour obtenir les équations d’équilibre d’un point matériel 
■■sollicité par des puissances quelconques. Ces équations sont au nombre 

?de trois ; savoir: ’ 

^ f «. 4- P"coi.a" 4 * /^coi.a" 4 - &c. =r O 

Conditions de 1 ^ipitlibre , | y fi- 4. P" cot.fi" + P"cot.fi- + <Scc. = o 

. pstallèlcmtnt à Taxe des ( 4. co,. 4. y>»co5. y” 4- &c. = O. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉO R ÈM ES. 

PROBLÈMES. 

• 


D*un point pris k vo* 
iooté sur Is direction de 
l’une quelconque P des 
troispuissances Q, H 

n équilibre sur un point, 
menez des perpendiculai- 
res sur les directions des 
deux autres puissances Q 
Cl P , et joignez par une 
ligne droite les pieds de 
ces dtu)^ perpendiculai- 
res; si cette dernière li- 
gne est supposée repré- 
senter U puissance P ,\i 
puissance Q sera repré- 
sentée par la perpendicu* 
laire sur la direction de 
et la puissance Ppàr 
la perpendiculaire sur la 
direction de Q. 

l 

jt , coordonnée! du 

point matériel auquel les 
puissances sont appliquées. 

P', P“ , &c. puissances 
qui font respectivement avec 
les axes des * , et j , des 
angles «’.jS’, y -, , 

>■; &c. 

• 


» 7 - 

Décomposer une puis- 
sance en crois autres pa- 
rallèles à trois axes coor- 
donnés , perpendiculaires 
entre eux. 

28. 

Tronver les équations 
qui exprimentqu'un point 
matériel sofltché par des 
puissances quelconques , 
etc en équilibre. 


■» .E 
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47. L’une quelconque de ces trois équations exprime que le point 
matériel est à une distance invariable du plan coordonné perpendiculaire 
à l’axe auquel cette équation se rapporte ; condition qui peut avoir lieu 
sans que les deux autres équations soient satisfaites. De même deux de 
ces équations peuvent être satisfaites , sans que la troisième le soit ; ce en 
quoi on voit , dès l’abord , le grand avantage de cette manière de décom- 
poser les forces. 

" 48. S I toutes les puissances agissent dans un même plan parallèle au 
plan x,y, les équations d’équilibre se réduisent à deux , qui sont, 

P‘ tü*. tf' H- P“ COS. a” -V- P'” cos. a" -+* &C. — O, 

P" siiî. «** P*” sin. a'*' h- &c. = O. 

4p. Lorsque les puissance» appliquées à un point matériel ne se 
font pas équilibre , on peut , au moyen des équations suivantes , trouver 
la direction et la quantité d’une nouvelle puissance qui , appliquée au 
point matériel , avec les précédentes , établisse l’équilibre : 

P =. IX' Y' Z‘) ; cos. « =-^ ; cos. /î = ; cos. y =z ~ , 

-et les équations des projections de la direction de la résultante sont, 

Y Z 

V y — y — — î — 5' = — f* — 

'50. St toutes les puissances agissent dans un même plan parallèle à 
celui iies X, y , on déduit des équations précédentes , 

X Y y 

P = Y (X' -1- Y' J; cos. a = — i sin. a z= — ; ung. a = — , 

et un point quelconque de la direction de P est donné par l’équation 

r 

y — y = —{x — x';. 

51. La force P, déterminée par le problème précédent, étant 
appliquée dans une direction contraire, pourra remplacer toutes les 
forces F , F' , &c. , c’est-à-dire qu’elle sera leur résultante. En général , 
lorsqu’un nombre quelconque de puissatices est en équilibre sur un 
point matériel , l’une quelconque de ces puissances peut être considérée 
comme la résultante de toutes les autres. 

^ 2. On peut se proposer de substituer aux puissances />', F , &c., trois 
puissances F , F , F" , qui feraient avec les axes des x,y et i> des angles 

' O ■ 
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i6. 

L’une quelconque des 
trois équations d’équili- 
Isre d’un point matériel 

t 


• 

peut avoir lieu séparé- 




ment , sans que les autres 

29. 



aient lieu ; deux de ces 

Trouver ce que de- 



équations peuvent aussi 

viennent ces équations; 



être satisfaites ensemble 

lorsque toutes les puis- 

f, 


sans que la troisième le 

sances agissent dans un 


• 

soit. 

même ^jlan. 

P ~ résultante. 



3c. 

Trouver la valeur et! 
ia direction d'une puis- 

a , /3 et > sont lo angles 



sance qui fasse équilibre 

formés par Ia direction de P 



à un nombre quclcon-j 

et par chacun des axes des 



que d'autres puissances 

^ et ^ respectivement. 



appliquées à un point 

X — P‘ cos. et' -t- &c. 



matériel. 

Y — /^'CQI. lô' -t- &c. 
Z ■= P' cos. >' ■+■ &c. 




X* , y' et sont les coor- 



Appliquer Ia solution 1 

données du point commun 



du probième précédent 

d'application des puissances. 

. 


au cas où toutes les pois-j 

^ Cl ^ sont les coordon- 
nées d*un point quelconque 
de U direction de 1a résul- 
tante. 

K 


27- 

sances agissent dans un 
meme plan. 

• 



La puissance P déter- 
minée par les problèmes 
30 et 31, étant appli- 
quée dans une direction 
contraire , devient h rc- 




sultame des puissances 
P' , P" J &c. ; et en gé- 
néral , lorsque des puis- 




sances sont en équilibre 
sur un point, Tune quel- 

Substituer à des puis-^ 
idces en nombre eii 


1 ' 

conque d'entre elles peut 

.|uantités quelconque. 




.£ 1 
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donnés dont Jes cosinus seraient resjsectivement d , d , d" ; V , b' , 
b"' ; t' , c , c"'; et on aura les valeurs de ces puissances par les équations 
suivantes : 


F' 


X(b"c~ — c"b") ■+■ Y(c''a“ — a"c"') Z (a" b" 

a' ( b" c" — c“ b” ) -+- b’ ( c“ a" — a" c" ) c' (a" b" 


X (b‘ c" — c’ b” ) -t- Y ( c' a" — a' c“ ) Z ( a' b" 

a'(b'c'" — c' b" ) ■+■ b" (c'a" — a' c" } ■+■ c" ( a' b" 

X(b "c‘ — c" b' ) -t- V ( c" a' — a" c' ) -t- Z ( a" b' 

a'“ ( b" c' — c" b' ) b" ( c" a' — a" c' J c" ( a" b' 


— b" a" ) 

— b" a" ) 

— b' a" ) 

— b' a" ) 

— b" a' ) 

— b" a' ) ' 


53. Si les puissances P , P" , &c. , agissent dans un même plan 
parallèle à celui des x, y , les forces cherchées doivent aussi agir dans 
le même plan , et les équations précédentes se réduisent à 
b " X — a' Y 


F' = 


— a" b' 


F" = = O. 


jq.. Les équations d’équilibre d’un point matériel (art. 4^), et celles 
pour trouver la résultante d’un nombre quelconque de forces appliquées 
à ce point , fournissent une construction curieuse , au moyen de laquelle 
on peut ou vérifier l’équilibre , ou trouver la résultante de toutes les 
puissances , s’il n’y a pas équilibre. (Théorème 28.) 


Voici d’autres conséquences des équations de l’art. ^ 6 , qui 
sont d’une très-grande importance. 

Si par le point sur lequel agissent des puissances en nombre et de quantité et 
direction quelconques , supposées en équilibre, on mène une ligne droite de di- 
rection et de longueur absolument arbitraires; en multipliant les 1.’*, 2.* et 
J.* équations de l’aft. 46, respectivement , par f cos. <t , / cos. > 3 , / cos. y , 
et faisant la somme des produits , on parviendra à l’équation unique 

f J’ COJ. (' -t- F' J’ cos. t' P“' F vo*. #“ &c. =: o (i). 

Lorsque les directions des puissances et la ligne / sont toutes dans un même 
plan, parallèle au plan xy , en multipliant les 1 et 2.' équations de l’art. 48, 
respectivement, par f sin. a. et cos. et, et prenant la différence des produits, 
on a immédiatement 

F F Un. f -t- 7” J” sin. (T -t- /*" sin. J” écc. = o (i ) 

Pour avoir les signes de sin. 0 ' et cos. 0 ', il faut, dans le plan qui passe par fa' 
ligne / et par la direction de P' , concevoir un arc de cercle dont le centre 
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• 


être regardée comme la 
résultante de toutes les 
autres. 

qui agissent sur un point | 
matériel, trois puissances 
qui aient des directions 
données. 




1 

3 Î- 

Appliquer 11 solution 
du problème précédent, 
>u eu où les directions] 
des puissances sont dans 
un même plan. 

^ est U longueur arbiiriire 
de U ligne droite menée par le 
point commun des puissances 
rn équilibre. 

a, fi et y sont les angles 
respectifs que la direction de ji 
fait avec les axes des x ^ ^ et 
6', 8" , 6" , &c. sont les 
angles respectifs que la direc- 
tion de j> fait avec les di- 
rections des puissances P', 
P" , &c. On a cos. 8' — 
cos. a cos. a! -t- cos. cos. 

-*- cos. y cos. et ainsi 

des autres angles. 

* 


28. 

Un« point étant solli- 
cité par des puissances 
en nombre , directions 
et quantités quelconques, 
si Ton construit un poly- 
gone dont les côtés , qui 
se trouveront en général 
dans des plans diÜcrens , 
soient respectivement 
proportionnels à ces puis- 
sances et parallèles à leurs 
directions , ces côtés »e 
succédant dans un ordre 
quelconque ( il faut, dans 
leur succession , avoir 
égard au sens dans lequel 
agit chaque puissance), et 
le premier commençant 
au point de concourt des 
puissances , la distance 
entre ce point de con- 
cours et i*extrémité du 
dernier côté , représen- 
tera en quantité et en 
direction ta résultante de 
toutes les puiisancos. 

i 

( 

' i; 
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soit au point commun d’application des puissances, l'origine sur la ligne p, et 
qui se termine à un point de la direction de P' , vers lequel celle puissance P' 
tende i pousser le point commun d’application : la valeur angulaire de cet arc 
de cercle sera la valeur positive de 6': et ainsi des autres angles 6', 6'", &c. 

D'où on conclut les deux équations remarquables, 

P'Ap' -+- P" A / -t- Sic. z= O ; P dp' H- P' dp" H- &c. = o. 

Les produits P dp' , P' dp" , Sic. ont été nommés les momens des puissances 
P, P" ; et l’égalité à zéro de la somme de ces momens, qui a lieu, 
non -seulement pour un point , mais pour un système quelconque en 
équilibre , constitue ce qu’on appelle le principe des vitesses virtuelles. 

Les lignes p' , p" , Sic. qui se terminent au point d’application des 
puissances , ont leurs origines à des distances arbitraires de ce point , sur | 

les directions des puissances auxquelles ces lignes se rapportent respecti- | 

vement , placées de telle manière que nommant A le point d’application 
et a l’origine de l’iine quelconque des lignes p' , p" , Sic . , la puissance 
dirigée dans la ligne tiA agit dans le sens a A. Cette convention établie, 
on donnera des signes difTérens à dp' , dp" , &c. , ou à. Ap' , Ap" , &c. , 
suivant que ces incrémens seront en augmentation ou en diminution 
de p' , p" , Sic. ; et cette règle n’est qu’une énonciation particulière de 
celle donnée à la iîn de l’art, 

57. La formule P Ap' -f- &c. = o , ou l’équation ( i ) de 

l’art. 5 5 , donne le théorème 30; et en considérant ainsi une sphère ^ 

qui passe par le point d’application des puissances , on a un moyen 
facile d’assigner aux termes de ces équations les signes respectifs qu’ils [ 

doivent avoir , en distinguant les puissances qui tendent à pousser le 
point d’application au -dedans de la sphère, de celles qui tendent à 
produire l’effet contraire ; les termes relatifs aux premiers ayant le signe 
jxjsitif , ceux relatifs aux dernières doivent avoir le signe négatif, ou 
réciproquement. i 

58. L’équation ( 2) de l’art, yj , fournit les théorèmes 31 et 32: 
on pourra suppléer à la règle des signes , donnée à la (in de l’art. 5 5 , 
en concevant un cercle , tracé dans le plan des forces , tangent à la 
ligne p au point commun d’application de ces forces , et en donnant , 
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21 . 

De ce qu'on en- 

29. 

Le principe des vîferrei 

♦ ■ 

, tip" , &c. »ont Ifs 

tend par le pria- 

virtuelles a lieu dans Té- 

<■ • V - ' 

projections respectives de la 

cipe des viitises 

quilibrc d’un point ma- 

t 

ligne sor les directions des 

virtuellts, et pai 

icriel sollicité par des 


puissances P' , P" , &c. 

le mot moment , 

puissances de quantités et 


dp' , dp" , &c. sont les 

considéré quant 

directions quelconques. 


projections respectives , sur 

à l’application de 


• 

les mêmes directions , de U 

ce principe. 


■ 

ligne supposée infiniment 
petite. 

■ 

30. 




Si du point de concours 
de plusieurs puissances 
en équilibre , on mène 
une ligne droite de gran- 

, 

• 


deur et de direction ar- 
bitraires , et que sur cette 
ligne comme diamètre , 
on construise une sphère, 
la somme des produits de 
chaque puissance par la 
partie de aa direction 
comprise au-dedans de la 


• 


surface sphérique, est é- 
jale à zéro, en prenant 
es -signes des produits 




de la manière indiquée 
art. 57. 

■ 



3 '- 

Plusieurs puissances , 
[lirigées dans un meme 
>lan , sur un point uni- 




que , étant en équilibre; 




(i d’un autre point pris 




lans le meme plan , op 


• 
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40 COURSDEMÉCANIQUE, 

respectivement, des signes contraires aux termes relatifs aux forces qui 
tendent à pousser ce point ou en dedans ou en dehors du cercle. 

5p. La somme de tous les produits P f sin. 6', &c. , art. j 5 , t!qua- 
tion (2) , est ce qu’on appelle communément somme ties momcws, expression 
qu’il faut distinguer de celle dont la définition 2i.‘ donne le sens. Le 
lecteur verra par l'article cité , que la manière dont je démontre les pro- 
positions fondamentales de la théorie des momens , en même temps qu’elle 
est nouvelle, réunit la simplicité à la généralité , et a l’avantage de se dé- 
duire immédiatement du principe des vitesses virtuelles, dont elle n’est 
pour ainsi dire qu’une énonciation particulière. 

Les auteurs de difTétens traités de mécanique, publiés depuis un siècle , font 
un grand usage de la théorie des momens pour déterminer une partie des conditions 
de l’équilibre des systèmes étendus et figurés; mais la manière dont ils l'emploient , 
introduit dans les équations d’équilibre la considération du mouvement de rota- 
tion, ou de la tension à ce mouvement; et j’ai voulu éviter un rapprochement 
pareil , qui embarrasse toujours les commençans , et jette même, dans leur esprit, 
quelques nuages sur la rigueur des démonstrations. 

Voici, pour remplir ce but, un moyen de parvenir aux équations d’équilibre 
d’un système étendu et figuré, qui me semble nouveau, et qui réunissant i beau- 
coup de simplicité et de rigueur, l’avantage de dispenser d’avoir en mécanique 
une théorie des momens particulière et séparée, rend ainsi les premières études 
moins pénibles et plus profitables. 

60. L’£T£NDUe et la. fgure sont deux des idées abstraites consignées 
dans le tableau de l’article i , que je n’avais point encore fait entrer 
en considération , ne m’étant occupé que de l’équilibre et du mouvement 
d’un point matériel. Je les réunis maintenant à la force, la masse , l’impe'- 
he'trabilite' et l'inertie . faisant abstraction du temps lorsque je né traiterai 
que les questions d’équilibre. 

De plus , je ne m’occuperai , en premier lieu , que d’un système de 
points matériels renfermés dans un même plan où se trouvent aussi les 
directions des forces, les distances respectives de' ces points matériels étajit 
supposées invariables , et leur système étant libre , c’est-à-dire , n’ayant 
aucun de ses points assujetti , ou à une position absolue dans l’espace, 
ou à se mouvoir sur une ligne ou une surface. 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THéoRÉMES. 

P R OB L ÈM ES. 


2.2. 

mène dts perpendiculai- 



Des montins, 

res sur les directions de 

• 


dans |*accep(ion 
que les auteurs 

toutes ces puissances, la 
somme des inomens , ou 



qui ont écrit sur 
la mécanique 
donnent le plus 
communément à 
ce mot. 

des produits de chaque 
puissance par les perpen- 
diculaires menées sur 
leurs directions respecti- 
ves, est égale à zero» en 
prenant les signes des 




produits de U nuniére 
indiquée irt. j8. 

3^- 

Lorsque plusieurs puis- 

Vérifier l'équilibre , 
lorsqu’il existe | ou, s'il 
n'exiite pas, trouver, par 

. 


sances qui agissent dans 

des compositions succès- 

. 


un meme plan , sont ap> 

sives , la résultante de 



pliquées a un point uni- 
que, la somme de fturs 

tant de puissances qu'on 
voudra, dirigées dans un 



momens par rapport à un 

même plan ou se trouve 



autre point quelconque 
situé dans le même plan , 

un système de poinu ma- 
tériels , à distances inva- 



est égale au moment de 

riables, auxquels ces puis-: 



leur résultante, par rap- 
port au même point. 

• 

3Î- 

Une force qui igit sur 
un corps ou sur un sys- 
tème de points matériels 
liés entre eux, peut être 
censée appliquée à un 
point 'quelconque deisa 

sances sont appliquées. 
Art. 6 1 . 

3Î- 

Trouver les équations 
d’équilibre d’un système 
de trois points matériels 
à distances invariables , 
sollicités chacun par nne 
puissance qui est dirigée 
dans le plan où les trois 
points sont placés. Art. 

6j. 

3fi. 

Appliquer la solution 
du problème précédent 
au cas où les troii forces 
ont des directions pa- 

• 


direction. Art. St. 

ralièles. Art. S^. 

• F 
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6l. Quelle que soit la forme et la direction de ce systcme,*si 
l’on fait attention qu’une force peut être censée appliquée à un point 
quelconque de sa direction, il sera toujours possible, en employant 
des constructions géométriques , de composer successivement , deux à 
deux , les puissances ou éeurs résultantes , jusqu’à ce qu’on parvienne 
à une résultante unique , qui sera égale à zéro dans le cas de l’équilibre. 


62. Mais pour exprimer analytiquement les conditions de cet équi- 
libre , supposons d’abord que le système est composé de trois points 
sollicités chacun par une puissance ; puisque , art. 60 , on se donne la 
condition que les forces agissent dans le plan qui renferme ces points , ce 
qui reste à faire pour établir l’équilibre du système , consiste à énoncer , 
i.° que les directions des forces concourent en un point unique qui pourra 
être regardé comme leur point commun d’application; 2.® qu’elles peuvent 
se réduire ou à deux forces , ou à deux couples de forces égaies et agissant 
en sens contraire. • 


63. Voici le précis de l’anilyse qui conduit aux équations par lesquelles ces 
conditions s’expriment •. P' , f*", P“‘ étant les puissances ,p' >p‘ ,p“ les perpendicu- 
laires abaissées de l’origine sur leurs directions , et ok', et.", cl"' les angles formés par 

ces directions et par i’axe desar, on a d’abord les équations (i)... —— — ' ~ . • 

^ ^ ‘ r" fia. (a" -)/ • 

et { 2 ) . . . t q«i énonceni que les trois directions se coupent 

en un point commun , placé sur une ligne faisant un angle 0 avec l’axe des x. 
Ensuite les équations ( 3 ) .. . /^ cos. cl' -f- P' cos. et" -4- P" cos. cl"‘ = o ; 
et (4)... sin. cl' t- P' sin. <t” i*“' sin. <t"' = o, déduites de celles de 

l’art. 48 , énoncent que les composantes parallèles aux x et aux^ , sont respec- 
tivement égales et de signes contraires : on tire de ces deux dernières équations , 
cos. d ^ P' sin. cl' -t- P" sin. cl" P'" sin. ct"'^ — sin. ^ {P cos. cl' -t- P' cos. cl" 
-I- P" cos. cl'"^ = o , ou (5 ).../*' sin. ^ cl' — 0^ -*. />“ sin. (<t" — 0) -t- 
P“ sin. ('cl'” — 0^ = 0; et éliminant sin. (a," — 0 ^ et sin. ('cl“' — 0 ^ , au 
moyen des équations ( 1 ) et ( 2 ) , oa i , [ 6 ).. . P p' P' p" -t- P" p'“ — o ; 
les équations ( 5 ) et (d) remplacent celles ( 1 ) et (2), et toutes les conditions 
qu’on voulait exprimer, sont renfermées dans, les t quations ( 3 ), (4), ( 5 ) et (6); 
mais ( 5 ) , qui est vérifiée par ( 3 ) et ( 4 ] , n’ajoute rien à ce que disent les équa- 
tions (3) et (4), donc ces conditions sont complètement et rigoureusement 
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énoncées pir les (îbis équations *,■ 

P' cos. a,' -H P" cos. et" -4- P“ cos. et'“ = O 
P' sin. et' -4- P' sin. et" P" sin. et'" = o 
P’ p' -4- P" p" ■+■ P" p"‘ = o 


• Il ... «in- — V r' 

• 11 *8t aise de voir pourquoi les équations = et — — = 

' f un.(a." — %l f 

lin. ia! ^ ^ 

expriment que les directions de P‘ , P** et P^ se rencontrent, au meme 


sin. (oT — ô; 

point, sur une ligne faisant un angle d avec Taxe des xy la distance , prise sur cette ligne , 
de l’origine au point commun d’intersection, est Thypothénuse, pareillement commune aux 
trois triangles rectangles dont les autres côtés sont/?', p'* , p*" » qui se coupent à l'origine , 
et les parties des directions de P’ t P" et P'‘’ comprises entre rintcrseciion commune de ces 
directions et p* , p” et Or, lorsque des triangles rectangles ont ainsi une hypothénuse 
commune, les côtés qui aboutissent à une des extrémités de cette hypothénuse , sont entre 
eux comme les sinus des angles qui ont leurs sommets à l'autre extrémité, ^t c'est ce 
qu'expriment les deux équations ci -dessus* 

Si dans cette équation on développe sin. (a* — , sin. — 9^ et sin. 


et qu'on prenne les valeurs de 


sin. 9 
cos. 9 


, ou tang. 9 , données par chaque équation , on aura 


» sm. « r* » sm. ^ sin. — yr' «n. 

tang. 0 = ' — y^et tang. 0 = — ■ t faisant passer 

p" cos. a — p' çof. ^ p'“ cos. « — p* cos. «** 

par l'origine une ligne qui fasse avec l'axe des x l'angle dont on vient de calculer la tangente , 
et portant sur cette ligne , i compter de l'origine , une longueur égale à l'une des trois va- 


leurs -ü- 

Sin. 9' sin. 9" 

longueur. 


sio. 9" 


^ le point commun d*intcrsectlon sera à l’extrémité de cette 


Si l'on égale les deux valeurs de tang. 0 , on énoncera que l'intersection de p' et p” et 
celle de p‘ et p*" se trouvent sur une même ligne , faisant un angle 0 avec l'axe des x ; on 
exprimera donc i par une seule équation , que ces deux intersections coïncident ou qbe 
les trois lignes se rencontrent. Formant l'égalité dont je vient de parler , et réduisant au 
même dénominateur, on trouve o = f sin. «" coi. a*“ — cos. sin. aTj — p'* 
( sin. «' cos. — cos. «' sin. a*" J "•“/>*" f >io» «* cos. «" — sin. cos. et' J , ou 
o = sin. ( a* — J — p*' sin. fa' — a,*" ) -f- /»"* *in. fa' — a"_^,..(A), 

Je vais dire un mot d'une autre manière de démontrer très - simplement les équations d'é- 
quilibre de l'art. 6) , en se les donnant à priori, el^ouvant qu'elles satisfont aux conditions 
énoncées dans l'article cité. Pour cela , on rapportera les angles a , a” et a*" à une ligne 
passant par un point de position arbitraire , dans le plan où agissent les forces ( point qui 
sera l'origine de p* , p*’ etp") , et par l'intersection des directions de deux de ce* forces , 
savoir , P* et P'\ Nommant a la distance du point arbitraire à ce point d'imcrseciion ; et x la 
distance du même point arbitraire à celui de rencontre entre la ligne a et la direction de P““, la 
troisième équation P'p* P" p*' -♦- P‘*' p"’ = o se changera en P' a sirr. «* H- fl sin. 
4-/^" «t sin. «*" =01 mais l'équation /*' sin. «' -h P" sin. a' P"' sin. donne 
P’ sin. «'-4- P" sin. a" — P*" sin. fl*" , valeur qui , introduite dans l'équation entre x 

• .F 2 
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COURS DE MÉCANIQUE, 


qui , d>ns le cas d'équilibre , ont lieu , quelles que soient , dails le plan des forces, 
l’origine de f', p' , />“' et la ligne à laquelle se rapportent les angles et.' , et." et d!“. 

64. E A troisième de ces équations est la meme que celle qu’on déduit ordi- 
nairement du iliéorcme 3 1 des momens : mais on voit qu’elle n'est introduite ici 
que par des considérations purement géométriques relatives aux directions des 
forces. Or, lorsqu'on a les équations d’équilibre de trois forces agissant dans 
un même plan, on en déduit , sans avoir recours à aucune autre considération, 
celle de l’équilibre d’un nombre quelconque de forces agissant aussi dans un 
même plan, art. 71 et 72. Déplus, l’hypothèse du parallélisme des directions 
réduit les trois équations de l’article précédent à deux; P' ■+■ P" P" = o , 
P p' -1- P'p” I- P“p"‘ = o , qui assurent l’équilibre , lorsqu’on sait d’ailleurs 
ou qu’on pose pour condition que les forces agissent dans le même plan : mais ,' 
si le parallélisme des forces est la seule condition donnée à priori , alors , pour 
établir l’équilibre, il faut énoncer ‘ces deux autres conditions; savoir, i.* que 
les trois forces parallèles agissent dans un même plan; 2.° que leurs quantités , eu 


et a , donnera x == <2. Ainsi il résulte de la coexistence des équations P'p' ■+■ P''p" -1- 
P‘"p'"=:o, et P' sin. «' P" sin. «" -t- P'" sin. <t“ = 0, que les directions des trois forces 
se rencontrent au même point ; et en y réunissant l'équation P' cos. a.' ■+■ P" cos. <s" -t- 
P"" cos. a" = o, on énoncera toutes les conditions demandées. ]l ne faut pas perdre de 
vue qu’en disant que les deux dernières équations ont Men par rapport aune ligne particulière, 
située dans le plan où agissent les forces , on dit que des équations de même forme ont lieu 
par rapport à toutes les lignes situées dans le même plan. r 

Pour réunir dans cette note tout ce qui est relatif aux équations fondamentales d’équilibre , 
je la terminerai par la démonstration de celles qui te rapportent aux forces parallèles. Je 
pose pour condition unique , que trois forces P' , P" et ont des directions parallèles 
entre elles et à l’axe des rencontrant le plan xp en des points dont les coordqnnées sont 
respectivement x' , y' i x" , y' t x”, y" : les équations qui exprimeront quecet trois forces 
se font équilibre, doivent énoncer, i.° que leurs directions sont dans le même plan, ou 
que leurs points de rencontre avec le plan xy sont dans une même ligne droite; 2.* qu’elles 
% satisfont aux conditions établies , art. 64. , pour les distances entre les directions de trois 
forces parallèles qui agissent dans le même plan, conditions déduites de l’art. 63. Or, 

toutes ces choses sont dites dans les trois équations j- ... ( I } ; 

P' / [ (x" - x'; * H- (y- -y')'] '■ /[ rx’" - x';* (y- -/;’] = o . . . ( 2 ); 

/•’ -t- P" -t- = o. . . (3 ); la seconde âonne P" fx” — x'J »^ [ 1 -t- f ~ ,)* ] 

-t-P"fx“ -t- •Ç ;*]=o,et P” fy’-y'J ✓[■ -h f ~ ] 

Jf*” ^ 

P” (y~ — 1^[ • -t- f _ y )' ] = 0 , qui , combinées avec l’équation ( • ) , 

donnent P" (x” — x‘ ) -1- P" (x" — x'; = o ; P' (y’ —y') ■+. P" {y'" —y') = o. 
Ces decnières, qui résultent des équations ( 1 ) et ( 2 ) , peuvent les reproduire et les repré- 
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1 ." PARTIE. .NOTIONS PRÉLIMINAIRES, 4,5 ' 

égArd AUX sens dans lesquels «lies agicient , et les distances entre leurs directknis , 
satisfont aux deux équations précédentes : et ces -deux dernières conditions sont 
énoncées par les trois équations .de l’article 76 ( yajiei la note tkl'artick S} ). 
desquelles je déduis ensuite, arL 77 et 78 , les équations d’équilibre d’un nombre 
quelconque de forces à directions parallèles , agissant dans des plaiu quelconques, 
qui se trouvent ainsi liées à celle de l'article précédent. 

6j. E N combinant les équations d'équilibre des forces agissant dans lè même 
pian , avec les équations d’équilibre des forces parallèles agissant dans des plans 
queiconqiies , on obtient, art. 134, 13J et suivant, les cendirions de l’équi- 
libre des forces de quantités et directions quelconques; eu moyen de"qaoi lotit 
ce qui concerne les systèmes Mtres te trouve déduit des considérations et des 
équations des art. 62, 6 } et ^4. Les cas d’équilibre des systèmes assujeuis i 
tourner autour de points ou de lignes fixes, s’en déduisent également , puisqu’ils se 

senter, et expriment par conséquent avec l’équation (3), toutes les conditions de l’équi- 
libre des trois forces parallèles; si l’on ajodtc à chacune de ces dernières , respectivement, 
x'(P' -t- P" P") et y ( P' -t- P" ■+■ P"), quantités nulles par elles- mêmes , 
en vertu de l’èquaiion ( 3 ) , les équations d’équilibre des trois forces parallèles seront, 
en ne se donnant ù /rriuri d’autre condition que celle de leur parallélisme , . •. 

P' -+- P" P~' =ï O ; je' -t- P“x'’ ■+■ P‘" a” = o : P'/'-t- P"y“ -+■ — o. 

Si les forces parallèles faisaient avec le plan xy un autre angle que l’angle droit , on les 
décomposerait chacune en trois, respectivement parallèles aux trois axes coordonnés , dont 
deux agiraient dans le plan xy / et au moyen de ce qoi précède et des formules de l'»n. 70 , 
on aurait sept équations pour établir l'équilibre des trois groupes ; mais trois de ces équations 
seraient de la forme A ( P' P" P" ) ~ o , deux de U forme B ( P' x' P“ x' -i- 

P- x"" ) = O , et deux de la forme C ( P' y' P" y" -t- P" y"" ) = o. Ces sept équations 
se réduiraient donc aux trois que nous venons de trouver, qui expriment ainsi les conditions 
de l’équilibre, quel que soit l’angle de la direction commune des forces et du plan xy. 

Ainsi la démonstration des équations de l’art. 76 , et^ar conséquent de celles des art. 77 
et 78 , qui SC rapportent à un nombre quelconque de forces parallèles agissant dans des plans 
differens, est entièrement dégagée de tonte considération des momens ; et comme, de ces 
équations et de celles de l’art. 63 , on déduit les conditions de l'équilibre d’un système quel- 
conque , On peut se dispenser de faire étudier aux commençans une théorie séparée et parti- 
culière des inumenr, et, ce qui est encore plus avantageux, leur démontrer , très -sim- 
plement et très-rigoureusement, toute la statique , aana mêler, en aucune manière, les idées de 
mouvement aux noiions d’équilibre. Voilà (en l'an 8 ) la troisième année que j’emploie cette 
méthode, avec succès, à l’École polytechnique. Quelques-uns des jeunes gens qui suivent 
mes cours , se sont exercés à varier les démonstrations que je donnais , et à en trouver de nou- 
velles , parmi lesquelles j’ai distingué, le mois dernier (floréal) , celle du C.'" Francaur , 
répétiteur , qoi a pris , pour axe des x , la ligne passant par l’origine de p‘ , p“ , p“ , et par 
l’intersection commune des directions de P' , P" et P"; et celle du C.*“ Derché, élève , qoi 
s’est servi de l’équation (A) ci-dosns, à laquelle il est parvenu par une analyse particulière. 


4-6 COURS DE MÉCANIQUE, 

,rédut5riuà énoncer, art. 79 eituivaiis, 1 37etsuivans,&c.,que les forces r/fu/fmUf 
qu'on peut substituer aux forces données , passent par les points ou les lignes fixes. 

J'entre dans ces détails, afin que ceux de mes lecteurs qui ont déjà quelques 
connaissances de mécanique , voient d'avance comment en effet on peut sim- 
plifier les premières études, en en supprimant ce qu'on appelle la théorie des 
momtns , et comment les équations qu'on déduisait de cette théorie, sont données 
par de pures considérations géométriques qui ne sont mêlées à aucune idée anti- 
.cipée de mouvement. Il- faut cependant conserver dans la langue scientifique 
le mot moment, ou un mot équivalent; et les propriétés des moinens, lorsqu'on 
ne voudra pas les déduire immédiatement du principe des vitesses virtuelles , 
comme je l'ai fait, pourront être regardées comme des conséquences des équa- 
tions d'équilibre auxquelles elles servaient d'abord de fondement: 

66. Veut-on maintenant trouver la résultante P de deux puissances dirigées 
dans un même plan , et appliquées à deux points matériels, situés dans ce plan, 
dont la distance est invariable ; on a les équations 

P-P' -s- r-p" 


P = V (^X' 
X 


-t- Y'} ; P = 




Y') 


“ •e(X‘->r-Y‘) ’ ' 

au moyen desquelles la quantité et fa direction de la résultante sont entièrement 
déterminées. 

6y.Sl les points d'application des deux puissances sont donnés de position, on aura 

La seconde équation est celle du lieu géométrique de tous les points auxquels la 
résultante peut être appliquée pour satisfaire aux conditions demandées. C'est 
l'équation de la ligne de direction de cette résultante qui fait avec l’axe des x , un 

angle dont la tangente ^ , et qui coupe l’axe des_y à une distance de l’origine 

^ F (y CO*. — jr* sin. af ) -^ F (y co*. tF — x" sin. a,** J 


Ainsi tout est déterminé par les deux équations précédentes. 

68. Appliquant les formules précédentes au cas de deux forces, dont les 
directions sont parallèles et font un angle a avec l'axe des x, on a 

P.p' -r~ P’p" 


P = P- ^ P" t P — 


■ ; cos. a = cos. a. 


F P" 

la résultante est parallèle aux deux composantes. 

6p. Introduisant les coordonnées des points d'application, on a 

„ „„ /"y O" - -t- tang.a 

P = />• -t- P’.. . 7 = X tang. U -t- ' > ' ^ ^ 
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NOTATION. 

DiPlNlTlONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 


• 

l 

. t I . 1 -; 

. J. :.a’ 'J i . 

f: ' . 

«... * 

«' 4 . ^ / 



Deux puissances qui 
agissent dans un même 

l'‘— «n. «'V*. 

« = l’ingle formé p»r l> 

• 


plan , étant données en 
quantités et en direc- 
tions, troaver les équa- 

direction de li résulunte et 
par l’axe des x. 

x,y sont les coordonnées 


• 

«ions qui détermioena la 
résultante , l’angle que 
fait sa direction avec une 
ligne donnée de posi- 

d’un point quelconque de U 



tion , et la plus courte 

direction de cette résulunte. 


' 

ditunce de cette direction 

**, x" et y lont» res- 

pectivement, les coordonnées 
des points d’ipplicttion des 



à un point pris sur la' 
ligne donnée. 

j8. 

puissances/’" et P" \ la direc- 
tion de Z’' fait un angle ai et 
celle de P" un angle «" avec 

l’axe des x* 

a = Tangle formé par la 



Introduire dans la so- 
lution du problème pré- 
cédent, les coordonnées 
des points d'application 
des forces. 

39- 

Trouver la résultante 

direction commune des puis- 



de deux forces parallèles 

sances et par Taxe des x. 

1 



à une ligne donnée de 
position* 

4"- 

introduire dans les for- 
mules la condiiiun que 
les deux forces soMt pa- 



. , . si. ;.i , 

rallcles à l'axe des x. 

An, 7^4^ 
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yo. Et enfin, si^i = o, ou si les deux puissances données sont parallèles i 
l’axe des X, on a 

71. Il est aisé de passer de ces équations fondamentales à celles 
qui expriment l’équilibre d'un nombre quelconque de forces agissant 
dans un même plan sur un système de points matériels , à distances 
invariables , situés dans ce plan. En effet , dans* le cas de quatre forces 
et quatre points , on substitue à deux des forces leur résultante (par les 
formules des art. 66 ou 67), que l’on combine ensuite avec les deux 
autres forces , et on obtient des formules tant pour l’équilibre de quatre 
forces, que pour la détermination de la résultante de trois forces. Ce 
cas sert à résoudre , par un procédé semblable , celui de cinq forces 
et de cinq points ^ et ainsi de suite; ce qui donne pour l’équilibre d’un 
nombre quelconque de forces et de points , 

P" cos. «' P" cos. a" -l- P“ COI. a” &C. = O 

' sifl. «' ■+■ P" fin. «* -t- P~ sin. «“ &c. = O 

P" p' H- P" p" ■+■ F" p" &c. =ï O. 

72. Et si l’on veut introduire, dans les formules, les coordonnées des 
points d’application des puissances , on aura 

P* COI, a' -4“ P" COI. at" P”' COS. «"* «4- Ac. = O 

P' lin. P" lin. «” -4- P‘“ lin. oT -i- &c. = o 

P* (y coi. a' — *'sin.«V P" ( y" coi. a.’* — *”sin.a"j -H âcc. = 0. 

75. St l’équilibre n’a pas lieu , on trouvera la quantité et la direction 
de la résultante par les équations 

■ D 1/ / V* 1 v* 1 P' p' -t- P" p" -t- &.C. 

P=V{X Y ); P = — 


y‘) 


; ou , sm. CL 


^ (X' -H Y' ) 
Y 

V(X‘ Y'J 


7,^. Où en introduisant les coordonnées des points d’application 

P = V(X' -+- Y') 

Y P' ( y CO», a' — »' «in- F' (y' cos. a" — jt" sin. a ) -t- &c. 
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NOTATION. 

définitions. 

THEOREMES. 

problèmes. 


. 


+«• i 




Trouver les équations, 
d’équilibre d'un nombre! 
quelconque de puissances 
dirigées dans un memej 
plan, et apptiquces à unj 
système de points maté- 
riels à distances invaria- 
bles, situé dans ce plan.' 

P' , P“ , P“ , &c. , puis- 

» 

, 

j 

«ances appliquées aux diifé- 



1 

rcns points du système dont 


i 

i 

les coordonnées sont x* ,y s 



• 4t. 1 

n" , y i x" , y" ! &C. 



Introduire dans ces. 

a", a", &c., »nglc5 



équations les coordon- 

formes par . les directions des 
puissances et par Taxe des x. 



nées de points d’appli- 
cation des puissances* 

p' ,p“ ,p" J &c. . longueurs 

' 



des perpcndicutaires menées 

' 


+3- 

Trouver la quantité et 
la direction de la résul- 
tante d'un nombre qucl-j 

(le l'origine des coordonnées 
sur les directions des puis* 
sances. 


1 

X, Y , sommes des corn- 



conque de puissances di- 




posantes des puissances prises 


• 

rigees dans un même 

parallèlement aux axes des 


• 

plan et appliquées à un 

* et des y. 



système de points maté- 
riels à distances inva- 




riables , situé dans ce! 
plan. 
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1 

Introduire dans la so- 
lution du problème pré- 
cédent, les coordonnées 
des points d’application 
des forces. 

j 

Appliquer l’une et 
l’autre des deux solu- 
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•• C O U R s D E M H C A N 1 QUE, 
le cas où les puissances, agissant dans un meme plan , ont des directions 
parallèles , on prendra les formules des art. 68 , 6p et 70, et il suffira , 
pour les différens cas traités dans ces articles , de comipuer les séries de 
quantités accentuées qui se rapportent aux données du problème. 

76. Nous avons supposé jusqu’à présent, que les forces avaient 
leurs directions dans le plan même où étoit situé le système de points 
matériels sur lequel elles agissaient ; mais les formules nous fournissent 
des moyens très-simples d’analyser le cas où les puissances agissent dans 
des plans différens , lorsque leurs dircftions sont parallèles. 

Nous supposons que les points matériels sur lesquels les puissances 
agissent , sont tous dans le plan xy et composent un système de forme 
invariable ; prenant d’abord le cas de trois forces parallèles qui font un 
angle commun quelt^nque avec le plan xy (la valeur de cet angle doit 
être différente de zéro , ce dont on est toujours le maître parce que la 
position du plan xy est arbitraire), et appliquant aux conditions de leur 
équilibre les principes établis précédemment , on trouve 
F F -V- F" =0 

I /r.v' -4- Fx“ -f- F" F — O 

F y' -H Ff -H F'f = O. 

Les deux dernières équations expriment , i.“ que les directions des puis- 
sances sont aux distances convenables les unes des autres ; 2.° qu’elles 

sont datts le même plan ( condition indispensable pour l’équilibre de 

trois forces) , ou «pic leurs points de rencontre avec le plan xy sont 
dans la même ligne droite. 

77. Passant de ce cas à celui d’un nombre quelconque de forces 
parallèles dirigées dans des plans différens, mais dont les points d’appli- 
cation sont dans le même plan , celui des xy , on a pour exprimer les 
conditions de l’équilibre , les équations 

F H- />" -H F" H- &c. = o 

Fx’ -+- Fx" -H F"x"' H- &c. = o 

F y' - 4 - Fy" H- F" y"' -t- &c. = o. 

qu’on obtient abément en composant les forces deux à deux. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 


• 


lions précédintes au cas 
du parallélisme des forces. 



■ 

Trouver les équations 
qui expriment les con«{ 
ditions de Tcquilibre de 
trois forces à directions 
parallclei , et qu'on sup- 
pose faire un angle quel- 

P' , P' , &c. les puissan- 
ces dont les directions sont 
parallèles. 


If 

conque avec le plan où 
se trouvem les coordon- 
nées des points d'appli- 
cation de CCS forces. 

x' , x", &C.J y' lÿ" > &£• 


> .* * 

. / ■.! 

coordonnées des points Oit les 
directions des forces rencon* 
trcni le plan x , y. 

• . 


47.. 

Trouver les équations 
qui expriment les condi- 
tions de l'équilibre d'un 
nombre quelconque de 
forces , à directions pa- 




rallèles, siioées dans des 

' 

• 

A 1 

plans dilférens, en sup- 
posant P 1 que les points 
d’application de ces for- 
ces sont dans e meme 
plan ; 

G 2 
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78. Le paralldlisme des forces subsistant , et le système étant de 
forme invariable , les équations précédentes ont lieu soit que les points 
d'application des forces se trouvent , ou non , dans le même plan; 11 
suffit que les coordonnées x' , x" , &c., /.y*. &c. soient les coordonnées 
des points de rencontre des directions des forces avec le plan xy, points 
auxquels on suppose ces forces’appliquées. ^ 

On verra , par la suite , ce que chacune des deux dernières équations 
signifie en particulier. Lorsqu’il n’y a pas d’équilibre , on a , pour déter- 
miner la résultante et son point d’application , les équations 

!J> = — 

La direction de cette résultante est parallèle à celle des composantes. 

77. Notre seul objet jusqu’à présent dans la recherche des équa- 
tions qui donnent les conditions de l’équilibre d’un système libre , a été 
d’exprimer complètement que ce système était dans une immobilité par- 
faite , ou que les forces qui agissaient sur lui , pouvaient se réduire à deux 
forces égales et directement opposées. C’est là la seule signification que 
nous puissions encore donner à ces équations ; et je regarde même comme 
nn grand avantage de les avoir envisagées et obtenues uniquement sous 
ce poiiit de vue, en évitant ainsi de cumuler des notions qui doivent être 
soigneusement séparées, ou défaire un usage anticipé de celles que l’élève 
n’est pas encore censé avoir. C’est, par exemple, l’inconvénient dans lequel 
on tombe , quand on associe d’abord l’idée de rotation aux conditions 
qu’exprime l’équation des momens , qui , pour un système libre , peut et 
doit s’obtenir , comme nous l’avons fait , sans qu’il soit question , en 
aucune manière , de point fixe dans le système. 

Mais une fois qu’on a ces équations , on peut chercher si elles n’ex- 
priment pas des conditions particulières , autres que celles qu’on y avait 
envisagées en premier lieu : nous parviendrons ainsi à reconnaître que , 
s’il y a un point fixe dans le système, les conditions de l’équilibre, lorsque 
les directions des forces et tous les points matériels qui composent ce 
système se trouvent dans le même plan , sont exprimées par une des trois 
é(|uaiions qui appartiennent au même système supposé libre; ce point 
fixe étant l’origine des x, y, et celle des perpendiculaires p' , p" , &c. 
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La mtme propricic a lieu , lorsqu'il y a un axe fixe dans le système , 
les directions des forces étant parallèles entre elles, et situées, ou non, 
dans le même plan. 

8o. Dans le premier cas , observons qu’une des équations pour la déter- 
mination de la résultante, lorsque les forces agissent dans le même plan, est 
P P = F p' -+- rp" P'"p‘“ H- &c. 

Si le second membre est zéro par lui -même, ou si 

p>p' f'p" F"p"' -4- &c. = O, 
on a nécessairement ou P o , ou = o , c’est-à-dire qite la résul- 
tante est nulle, ou qu’elle passe par l’origine des p' ■ p" > &.C. 

,8t. Dans le second cas, une des équniions pour déterminer la 
résultante, est 

Py = Fy' -4- Fy" -H F' y"‘ -+- &c. = o. 

Si on a F y' —H P" y" &c. = o , il, en résultera ou Z' = o , ou 
y o, c’est-à-dire que la résultante sera nulle, ou qu’elle passera 

par l’axe des x, 

' 82. La somme des produits Py' -f- F y“ — f- &c. prend le nom 

de somme des momens par rapport à l’axe des .v , lorsque la direction 
commune des forces est perpendiculaire à cet axe et au plan xy. 

83. Maintenant il est aisé de voir, art. 80 et théorème 34,, que 
lorsque les directions des forces et les points matériels qui composent le 
système sont dans le même plan , s’il y a un point fixe dans ce système , 
les conditions de l’équilibre sont exprimées par l’une ou l’autre des 
équations suivantes ; 

i>p' F'p". _4_ F"p"‘ -H &c. = o 
F (y cos. et' — • x' sin. a!) -I- F (y" cos. et' — x" sin. a" ) -4— &c. = o ; 
en plaçant, ce qu’on est toujours le maître défaire, l’origine des x , y et 
des p' > p" > &c. au point fixe. 

, 84. Et s’il s’agit de forces parallèles agissant dans des plans différens 
sur un système dans lequel il y ait une ligne ou un axe fixe considéré comme 
axe des x , les conditions de l’équilibre seront exprimées par l'équation 

F y' F y- -4- F"y'" -rt- = 0, 
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1 
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34 - 

Si la somme des mô- 
me ns de plitsicars forces 
agissant dans le même 
plan, est égale à zéro, 
la résultante de ces for- 




CCS ou est nulle , ou passe 
par le point auquel se 
rapportent les momens. 


- 


35 * 

Si la somme des pro- 
duits de plusieurs forces 
à directions parallèles, 
par les coordonnées à 
Taxe des x , des points 
de rencontre de ces dircc* 
tions et du plan *, y, 
est égale à zéro , la résul- 
tante de CCS forces ou sera 

J 

i 


- 3 - 

Des memms 
considères par 

nulle , ou passera par 
Taxe des X. 


Toutes Ic5 lettres des équs> 
ions ci à côte, ont la même 
ignilîcition qu*aux art. 62, 
'3 , 6q. , 65 et 66. 

rapport à une li* 
gne , dans le suu 
qu’on donne or- 
dinairement à ce 
mot. 


- 48 . ’ • ■ . • 
Les directions des for- 
ces et les points maté-' 
rtels qui composent le 
système étant dans le 
meme plan , trouver les 
conditions de l’équililtre 
lorsqu’il y a un point üxe 
dans ce système. 

. .. y. ■ 

t ' . / *: î. 

-ü . * ty 

\ 

» î . , . ’ • 

4.9. 

-Les forces ayant des 
directions parallèles , et 
agissant dan^ des plansj 
ditférens , trouver lcs| 
conditions de Péqniîihre 
lorsqu'il y a un axe iixe| 
dans le système. * 
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85 - Dans l’hypothèse de l’article précédent , si ce n’est pas une ligne, 
mais un point, qui est fixe, il faudra, pour exprimer les conditions de 
l’équilibre , énoncer que cet équilibre a lieu par rapport à deux axes 
passant par ce point fixe ; ce qui donnera 

P y' H_ Py“ H- P"'f -H &c. = o 
Px> Px" -f- &c. = o; 

et il résulte de l’égalité de chacune de ces deux sommes à zéro , que la 
résultante se trouve en meme temps sur l’axe des x et sur celui des y, 
ou que sa direction passe par l’intersection de ces deux axes. 

86. Puisque les cas d'équilibre, par rapport à un point ou à une. 
ligne fixe qu’on vient d’examiner , supposent que la direction de la résul- 
tante des puissances passe par le point ou l’axe fixe , il suit de là qu’un 
point fixe autour duquel des puissances dirigées soit dans un même plan, 
soit dans des plans différens , mais avec des directions parallèles , sont en 
équilibre , supporte le même effort que si toutes les puissances lui étaient 
immédiatement appliquées. Il est donc aisé de trouver la valeur de la 
pression de ce point , par les formules des articles précédens. 


87. Lorsque des forces parallèles sont en équilibre autour d’un axe 
fixe, celui des x par exemple, leur résultante, qui doit se trouver sur 
cet axe , le coupe à une distance de l’origine égale à 

x' -f- /*' r* T" jr"* -H &c. 

F F’ -4- r- ■ 

C’est la même distance qu’on trouverait , si chaque puissance était immé- 
diatement appliquée à l’axe des x (en conservant le parallélisme ), à la 
même distance de l’axe des y, où se trouve le point de rencontre de sa 
direction et du plan xy. 


88. Si on applique au point de l’axe des x, qui est à une distance 
de l’origine , et parallèlement à la direction 


/" «" 


&c. 


&c. 


commune , une puissance P -+- P" -H &c. agissant en sens contraire 
de la résultante , le système supposé libre sera en équilibre. On trouve 
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36. 

Lorsque des forces 
dont les direnioos sont 
ou dans un même plan 
sans être parallèles , ou 
parallèles et dans des 
plans dilférens , sont en 
équilibre autour d’un 
point file, ce point sup- 
porte la même pression 
que si tomes les forces 
lui étaient immédiate- 
ment appliquées. 

37. 

Lorsque des puis- 
sances à dirêctions pa- 
rallèles sont en équi- 
libre autour d'un aie 
immobile (celui des x par 
exemple), le système, sup- 
posé libre, serait en équi~j 
libre si on appliquait à cet 
axe des forces parallèles, 
égales et de directions 
contraires à celles qui 
agissent déjà sur le sys- 
tème , chacune de ces 
nouvelles forces agissant 
à la même distance de 
l’axe des jf que celle à 
laquelle elle correspond, 
et dont le point d’appli-j 
cation est supposé dans 
U plan »jf. 


PROBLEMES. 


50. 

Trouver, dans la même: 
hypothèse , les condi- 
tions de l^quilibre lors- 
qu’il n’y a qu’un point 
fixe dans le système. 


- 5 '- 

Des forces dont les 
directions sont ou dans 
un même plan sans être 
parallèles, ou parallèles 
et dans des plans dilTé-| 
rens , étant en équilibrCj 
autour d’un point, trou- 
ver la pression que sup- 
porte ce point. 


jï; • U 

Des puissancds i di- 
rections psrallèles. étant 
en équilibre autour d’un 
axe fixe supposé inflexi- 
ble ,, trouver, les,, .pres- 
sions que supporteraientj] 

.H 


» 
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âifément , d’après cela , les pressions que'supporteraient deux points fixes 
auxquels l’axe supposé inflexible serait retenu ; si ces points sont l’un à 
l’origine , l’autre à une distance a de l’origine , nommant Q' et les 
pressions qp’ils éprouvent parallèlement à la direction commune des 
puissances ,^on aura , en faisant 


H- H- &c. = /», et 

<2' = P;'(l — ^ P. 


P' Jt' -t- P" *" -H &C. 


P“ 




P' *• P ' ; 


■ &c. 


qu’on peut écrire ainsi : 

I ’ <2' = /*' -+- Z’' H- &c. — 

p.„ -4- /*" Jr“ &C. 

a 

8p. Il est utile d’évaluer les efforts que supporte l’axe, aux deux 
points sus-mentionnés , dans une direction perpendiculaire à sa longueur. 
Ces, efforts sont 


à l’origine. 


à unè distance à de l’origine. . . 


P(a-p) . 
— sin. 

a 

Pp 


pO. Et si la puissance P a une direction parallèle à l’axe, les deux 
efforts évalués dans l’article précédent, deviennent 

à l’origine P, 


à une distance a de l’origine . . . — P. 

pl. Les formules des articles 71 et 8j, qui donnent les conditions de l’équi- 
libre dans le cas oü des forces , dirigées dans un même plan , sollicitent un 
système composé de points matériels renfermés dans ce plan ( système qui peut 
être , ou libre , ou assujetti à tourner autour d’un point fixe }, offrent plusieurs 
propriétés remarquables. 

On en déduit d’abord la formule des vitesses virtuelles 
■ .. P‘‘lp, -t- P' dp, -+- P"dp„ &c. = O. 

pz. Ensuite , si P" , P' , &c, sont des fonctions de p,, &c., il y aura une 

certaine fonction dep, &c. qui sera un maximum ou un minimum; ce qui conduit 
à des conséquences utiles et curieuses sur les diverses positions d’équilibre dont un 
système est sulCéptible , et sur la stabilité ou (a non-stabilité de ces positions ; la 
théorie des corps flottans nous en offrira des exemples. , 

i A* a • 


Digitized by Google 


I.' 


'* PARTIE. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


59 


NOTATION. 


a difunce entre les 
deux points dont o% veut 
«voir la pression dans le sens 
parallèle à ia direction des 
puissances » Tun de ces points 
étant à Torigine et Tautre sur 
i'axe des x, 

Q' — pression du point 
placé à l'origine. 

Q'’ pression de l'autre 
point. I < • 

P somme ou résultante 
des puissances parallèles. 

P := distance à Taxe des^^ 
du point de .rencontre de la 
direction de /*^et du plan xy. 

é est l'angle formé par Taxe 
et par la direction de la puis> 
sance P* 


^ !a distance de Taxe 
des X à la direction de la puts> 
sance P, lorsque sa direction 
est parallèle à cet axe ; on 
peut observer que ce cas 
donne ^ ce. 


P’ J P” ^ 

puissances. 
pi s pH* P-» > 

gueurs prises sur les direc- 
tions de ces puissances , qui 
se terminent aux points d'a|K 
plicationf 


DEFINITIONS. 


T HEO R EM ES. 


iil' 
t ' I. 


• i ^ 


PROBLEMES. 


. 38 . 

Le principe de» vitesse» 
virtuelles a lieu dans le 
casde IVquilibred’un sys-' 
jtéme de points mitiriels, 
k distances invariables , 
compris tous dans un 
meme plan . et sollicités 
par des puissances dont 
les directions sont dans 
ce plan. 

39. 

Dans te cas det’in. ^ I , 
si P[, P“ , &c. sont fonc- 
tions de />, , f„ , dtc. il 
|y aura une certaine fonc- 
tion de ces distances qui 
sera un maximum ou un 
minimum. 


deux points bxesauxqucls 
cet axe serait retenu. 

■ 53 - 

Une puissance étant 
jappliquccà un point doo-j 
né d’un axe inflexible 
avec lequel sa direction 
fait un angle quelconque; 
trouver 'les 'efforts 'per- 
pendiculaires I) cet axe 
|que, supporteraient deux 
points fixes auxquels il 
serait retenu. ' 

Î+- 

Un axe inflexible étant 
retenu i deux points fixes, 
|et une puissance agissant 
paralléiement 'à cet axe 
sur un poinf donné d’une 
ligne inflexible, fixée et 
I perpendiculaire au meme 
axe , trouver le» efforts 
que cet axe supporte aux 
deux point» fixe» per- 
pendiculairement à ta 
longueur. 


.H 2 
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Si le système de points maiérieis est soumis à la pesanteur, on a , dans le 
‘cas d’éqùilibre ' • 


«..r» •+■ ’”~r~ ■ 


. ' MfnMW 

• iniAimafli. 


f/l, -f- m -fr- -H <5cc. 

> * - i » 

' Enfin, ce système pesant étant attache par une ligrih inflexible à 

un point fixe autour duquel il peut tourner , si le plan horizontal auquel 
aboutissent les lignes p^. p^, &c. est au-dessous de ce système , l'équilibre 

m' p' m” p’' -H &c. 


&c. 


égal 


sera ou ne sera pas stable, suivant qu’on aura 
,à un minimum oq à un maximum. 

La théorie piy-cédemment exposée, comprend celle de l'équilibre du 
levier , de laquelle 'dit peut déduire des principes applicables à l'équilibre des 
machines qui peuvent toutes se rapporter au levier d'une manière plus ou 
moins immédiate ; cependant , comme le rapprochement pourrait , dans certains 
cas, devenir embarrassant, il est bon de dire quelque chose du plan incliné: 
au moyen de quoi ces principes généraux renfermeront tout ce qui est né- 
cessaire pour vérifier l’équilibre d'une machine quelconque ; mais la’ théorie 
'du plan incliné, n'éianl qu’un cas très -particulier de celle de l’équilibre d’un 
point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface ou sur une ligne donnée , je 
vais d’abord envisager les questions sous le point de vue le plus général. 

, Si le corps ne peut se mouvoir que sur une surface immobile qui ait pour 
équation A' o , il faudra pour son équilibre que la résultante de tontes les 
puissances qui agissent sur lui , ait une direction qui coïncide avec celle de 
la normale ; on déterminera soit le point de la surface où des puissances de 
quantités et de directions données , retnpiiraieni cette condition , soit les 
puissances dont les actions seraient détruites sur un point donné , par les 
équations suivantes ; 


X = 




r = 




Z = 




n ' ' n ' A 

R qui exprime la pression exercée sur le point de la surface courbe où le corps est 

en équilibre , a pour valeur AT* -f- ¥' -t- Z ). Eliminant ~ des équations 

précédentes , on parviendra aux deux suivantes , qui doivent en général être 
satisfaites pour que l’équilibre ait lieu sur un |>oini quelconque: 

p6. Supposons maintenant que le point mobile est assujetti é se mouvoir sur 
une courbe immobile à double ou simple courbure , ou qu’il est renfermé dans un 
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m, , , &c. sont les 

points matériels qui compo- 
sent le système. 

p, , , ôic. sont les dis- 

tances respectives de ces 
points à un plan horizontal 
de position arbitraire. 


K esc une fonction de x> 
/ et î. • 

A A • A 

sont les cosinus des angles 
furmés par les axes coor- 
donnés >.ou par les directions 
des composantes X , y ctZ , 
respectivement, et par lanor- 
lale au point de la surface 
courbe qui a x ^ ^ et ^ pour 
coordonnées. 

/? 

est la résultante unique de 
toutes les puissances , ou la 
valeur de la pression que le 
point matériel exerce sur la' 
surface. 

Les équations de la courbe à 
double courbure sont, art. 96 : 
= f ( *) ! y = 9 (*) 
i/j = Jxf(x)t dy — 
dx9' f x). 

nz=.v (X' -t- r-*-zv 
= la pression qui a lieu au 
point de la courbe où le corps 
est placé. 


DEFINITIONS. 


Du plan incli- 
ne; qu'on ima- 
gine un plan ho- 
rizontal coupc 
par deux plans 
nclinés à Thori- 
iion , de manière 
que les trois li- 
gnes d'interscc- 
|tion des trois 
|plans soient paral- 
lèles entre elles , 
:e système offrira 
'deux plans îneli- 
^nés adossés. Une 
.section des trois 
Ipian.x par un plan 
vertical perpen- 
Idiciilaire à leurs 
■trois lignes d'in- 
tersection, donne 
un triangle dont 
la base est hori- 
zontale ; les deux 
autres côtés de ce 
triangle , repré- 
sentent les plans 
{inclinés et en 
prennent meme 
nom , lorsque 
tes mobiles sont, 


THEOR EMES. 


PROBLEMES. 


.40. 

L'équation d’un pen- 
dule de forme invariable , 
et soumis à la pesanteur , 
a lieu dans deux posi-| 
tions correspondances au 
minimum et au mqx//m//u 
de la quantité 

-+■ &C. 


», -4- &c. 

l'une donnant l’équilibre 
table et l'autre l'équi- 
libre non stable. 


5Ç- 

Trouver les conditions 
de l'équilibre dans le cas 
où un point matériel , 
sollicité par des puis- 
sances quelconques , est 
assuj^i à se mouvoir 
sur une surface courbe 
ou sur une courbe à 
double ou simple cour 
bure. 
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canal ou tuyau infiniineni étroit dont la courbure est quelconque. L’équilibre 
aura lieu dans tous les cas où la résultante unique des puissances sera dirigée 
dans un plan perpendiculaire i l’élément de courbe sur lequel le corps se 
trouve placé ; on voit que ce problème a plus d’indétermination que le précédent. 

I.e point de la courbe où des puissances données en quantité et en direction 
tiendront le corps en équilibre, se détermine par l’équation 

2- -t- Y9' (’<} Zf (*) = O ( 1 ), 

qui donne la valeur de x en fonction de X , K et Z , et qui en général doit 
être satisfaite pour que l’équilibre soit possible. On calculera la pression d’après 
des conditions données , et réciproquement, par les équations 



dont une quelconque est donnée par les deux autres ; a, et u, ont entre 
elles la relation suivante : 


■ a, 9' (*) 

f(‘) 



en sorte que pour une valeur déterminée de r , l’une est donnée lorsqu’on 
connaît l'autre. Les trois premières équations ( 2 ) expriment que la direction 
de la résultante ou pres’sion R est parallèle à une ligne faisant avec les axes des 

x,y et J, des angles dont les cosinus respectifs sont-^, ~ I* <iu*" 

trième équation ( 2 ) exprime que cette ligne est perpendiculaire à la tangente, 
menée au point de la courbe parcourue , correspondant à x. Si dans cette qua<- 


, Y Z . 

trième équation 1 on substitue pour et leurs valeurs et , déduites 


des trois premières , on retrouvera l’équation ( t ). 

La pression R a toujours avec les puissances le rapport /Î = y/y2'‘-t- J'' -i- Z'J ; 
parmi les dilTér^es hypothèses à faire sur sa direction , on peut distinguer celle 
qui ferait Coïncider cette direction avec le rayon de courbure; a, et a,, sont alors 
déterminés pour chaque point de la courbe , par les équations, 

^ ("j-T (’)■/"(*) — I ' 

' *' (*)•< (*) r (*)•!'' (*) 

a -=z : — 

" • I'(‘J 


* <y7- L E cas le plus simple auquel on puisse appliquer la théorie précé- 
dente , est ^celui de l’équilibre d’un point matériel assujetti à se mouvoir sur un 
plan où il est sollicité par deux puissances dont les directions sont dans un autre 
plan perpendiculaire au premier. Les conditions de l’équilibre se réduisent 
à P' cos. h' = P' cos. k' , et la pression = P' sin. k' -t- .P' sin. k". 

Si deux points materiels , respectivement posés sur deux lignes droites se coupant 
entre elles, sont sollicités chacun par une puissance agissant dans le plan de ces 
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ï — V(t 

Si , à p&rtir d’un point 
quelconque de U courbe qui 
I et ^ pour coor- 

données , on mène une ligne 
droite» dans le plan normal à 
ce point, et que j ^ -H 
(x — X,) soit Tune des 
équations de cette ligne , 
l’autre équation sera 
y = y. a, (x — xJ. 

Ainsi cene ligne fiit avec les 
axes des x et des angles 
dont les cosinus sont respec- 
tivement I 

I a, 

•!-f (x) 

/'■(*) = — 


pV*; = 


d M 


P* et P'" sont, art. 97 , 
des puissances dont les di* 
rections font respeaivemeot 
des Angles k' et A" avec le 
plan sur lequel le point solli- 
cité est assujetti à se mouvoir. 

f’et sont, art* 97,les for- 
ces accélératrices qui animent 
les masses m' et nC', et dont 
les directions font des angles 
respectifs k' et tC' avec les 
lignes sur lesquelles m' et m 
sont assujetties à se mouvoir. 

m' et m" sont , art. 98 , les 
masses pesantes ,.en équilibre 
sur deux plans inclinés ados- 
sés , dont les côtés font res- 
pectivement des angles f'ets' 
avec rhorizontale. 


DÉFINITIONS. 


assujettis à se | 
mouvoir sur ces 
côtes. En adop- 
itant cette dénomi- 
nation, la perpen- 
diculaire abaissée 
du sommtt sur la 
hase horizontale 
est la hduteur 
commune des 
deux plans incli- 
nés ; les deux 
segmens de cette 
base sont , res 
pcctivrment, les 
bases de chacun 
,des plans incli- 
nés , et les lon- 
gueurs des hy- 
pothénuses des 
triangles rectan- 
gles dont les au- 
tres côtés sont 
la hauteur com- 
mune et les basest 
Is’appellént les 
\longueurs des 
plans inclinés. 


THÉOniMES. 


PROBLE ai ES. 


41. 

Lorsque deux points 
matériels pesans , liés par 
unhl, sont en équilibre 
sur deux |^ans inclinés , 
leurs poids sont propor- 
tionnels aux longueurs 
des plans inclinés sur les 
quels ils sont respective- 
ment placés, (art. 98.) 

Le principe des vitesses 
virtuelles a lieu dans l’é- 
quilibre du pian incliné, 
(art. 99.) 

«• 

Dans le cas des pro- 
blèmes 58 et 59 , si sur 


5 fi. 

Trouver les conditions 
de l’équilibre d’un point 
matériel assujetti à se 
mouvoir sur un plan où 
il est sollicité par deux 
puissances dont les di- 
rections sont dans un 
autre plan perpendicu- 
laire au premier. ( arii- 
de 97. ) 

57 - 

Dcax lignes droites for- 
ment un angle quelcon- 
que entre elles , et deux 
points matériels respecti- 
vement assujettis â se 
mouvoir sur chacune de 
ces lignes, sont assujettis 
l'un à l'autre par un hl 
inextensible couché le 
long de ces lignes ; trou- 
ver les conditions de l’é- 
quilibre dans le cas où 
deux puissances dirigées 
dans le plan des deux li- 
gnes, solliciieraieni res- 
pectivement CCS points 
matériels, (art. 97. ) 

58. 

Un point matériel soit 
mil à l’action d’une puis- 


6 + 
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detix lignes , et sont de plus liés entre eux par un cordon inextensible et parfaitement 
flexible qui passe par le point d'intersection des deux lignes, la condition de l’c- 
quilibre sera exprimée par l'équation suivante : ni cos. li — Ç ' ni' cüs. A". 

Les formules de cet article résolvent les problèmes }6 et 57. 

98. Supposons que le plan des deux lignes soit vertical, et que les masses ni 
et m‘ soient pesantes, on aura , dans le cas de l'équilibre, l'équation suivante, qui 
donne le théorème 41 : m' sin. é' = ni' sin. e ". 


pp. On peut observer que les cas d’équilibre qu'on vient d'examiner, où il 
s’agit d’un système de deux points dont les distances respectives sont variables, 
donnent , comme ceux relatifs aux points dont les distances sont invariables , 
l’équatten F dp' — P'dp' , théorème 42, qui est celle fournie par le principe 
des vitesses virtuelles , en observant néanmoins de s’assujettir aux conditions du 
système, qui exigent que les points soient sur des lignes données. 


1 00. L E mouvement d’un point matériel pesant sur un plan incliné, se déduit 
aisément de la théorie du mouvement d’un point sollicité par des puissances quel- 
conques; mais comme les équations très-simples qui y ont rapport, sont liées à celles 
traitées dans les trois articles précédens , on les a mises à la suite de ces articles. 

Si on point matériel soumis à l'action d’une puissance constantegqui agit parallè- 
lement à une ligne donnée de position, est assujetti à se mouvoir sur une autre 
ligne de position aussi donnée, faisant , avec la première, un angle dont £ est le 
complément , les circonstances du mouvement seront déterminées par l’équation 
siru 6, qui résout le problème j8 et fournit une construction très- 
simple, indiquée par le théorème 43. 

101. La vitesse au bout du temps t est gt sin. e, équation 

d’où on déduit lé théorème 4^. 


I O Z. On passe de là au mouvement de deux points matériels respecti- 
vemêiit placés sur deux plans inclinés ; ces pians formant des angles *' et e" 
avec une peiyendiculaire à là direction commune de deux puissances qui 
agissent parallèlement à la hauteur commune des deux plans inclinés , sont 
proportionnels aux masses ni et m", et leur impriment à chacune la force 
accélératrice constante g. Les corps sont liés entre eux par un fil inexten- 
sible passant par le sommet des deux plans inclinés ; et les circonstances 
du mouvement sont déterminées par les équations 


in &in. I — m sin. t 


I * wï sin. % m sin. •" 

.\gt , V= ; ; gt. 

^ ^ m ^ irt ^ 


(Lts formults dt l’article tvivant se uipportept au cas où t' = « ' = t circonférence ). 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 


un diamètre pris sur la 

sance constante qui agir 

i 


première ligne , et ayant 

parallèlement à une ligne 

1 


une de scs extrémités au 

donnée de position ,étam| 

1 


point d’intersection des 

assujetti à sc mouvoir sur; 

1 


deux lignes ( où le mou* 

une autre ligne de posi* ! 

I. 1 


vement est censé com- 

tion aussi do;inée, déter- 

e r= \ espace parcouru* 1 


mcnccr), on décrit un 

miner les circonstances 

r = le temps. | 


cercle; une corde quel- 

du mouvcmuit. 

f := l’angle formé par le 1 

- 

conque de ce cercle , par- 


plan incliné et par la ligne 
horiiontale. | 

^ = la force accélératrice | 
de la gravité. 

• 


tant de l’origine , sera 
parcourue dans le meme 
temps que l’aurait été le 
diamètre , si le corps se 
fût mu librement dans la 
direction de ce diamètre. 

44. 

5 9- 

y = la vitesse. 


La vitesse , au bout 

Déterminer graphique- 



d'un temps quelconque , 
est égale à celle que le 
corps aurait acquise s’il 

ment les espaces qui , dans 
le cas du problème pré- 
cédent, seraient parcou- 

• 


lut tombé verticalement 
d'une hauteur égale à la 
dilTérence de niveau entre 

rus sur U première ligne , 
et ceux correspondans 
qui sont efTectivement 

m* et m" sont les deux 
masses. 


son point dedépart et son 
point d’arrivée. 

parcourus sur la deuxiè- 
me ligne. 

60. 

Deux points matériels 
respectivement places sur 
deux plans inclines, et liés 
l’un à l’autre par un fil 
inextensible, étant sou- 

t' et s“ les angles que les 



mis i l’action de deux 

directions des paissances for> 



puissances constantes qui 

ment avec l’horizontale. 


■ • • 

agissent dans des direc- 

t - 



lions parallèles , détermi- 

• 



ner les circonstances du 
mouvement. 
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COURS DE MÉCANIQUE, 

lOJ. Dans le cas où les deux plans inclinés sont parallèles, celle 
éijuaiion devient 

m' — m" I • 
m' — m" 

V = — - -gt > 

Ml -S- m *•' 


et coritient le fondement de la théorie de la machine quAi/ioo// a ima- 
ginée j>our faire des e.\^*riences sur l’accélération du- mouvement des 
corps graves. 


I o^. Généralement, si un point matériel qui se meut dans une 
direction donnée rectiligne avec une vitesse K, rencontre un obstacle 
qui l’oblige de se détourner et de se mouvoir dans une autre direction 
rectiligne qui fasse un angle 6 avec la première , la vitesse dans la se- 
conde direction sera V cos. fl, et la vitesse perdue V{i — ccjs. 6J, 
ou y sin. verse fl. 


105. Passons maintenant à des considérations plus générales sur le 
mouvement d’un point matériel sollicité par des puissances quelconques.' 
Si on imprime à ce point trois mouvemens uniformes parallèlement à 
trois axes perpendiculaires entre eux , dont les équations soient 
X = y t; y = y-t; i = y' t , 
le mouvement résultant sera rectiligne , uniforme et déterminé par 
l’équation 

s = tV(y^ -H F"* H- F"V- 


on a 

J = V(x' -I- -4- i'); 

la vitesse dans la direction de s. . .6/ -f- F“ V"'); 

et les angles formés par la direction de s ou du mouvement , sont donnés 
par les équations 

f ym 






■ K"; 
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NOTATION.^ 


DEFINITIONS. 


V* , V*', tt V'” sont Tes 
liesses imprimées piralléle- 
Iment lux ixes des x ^ ^ et 
respectivement. 

1 = U longueur de U 
ligne droite parcourue pen« 
jdant le temps t, 

U est U vitesse dans la 
irection du mouvement* 

«t, et y sont les angJes 
formés par 1a direction du 
mouvement et les axes des 
y et 


THEOREMES. 


PROBLÈMES. 


6 I. 

Déduire de la solution 
du problème précédent 
la théorie de la machine 
Athood. 


6i. 

Si un corps qui se 
meut dans une direction 
rectiligne avec une cer- 
taine vitesse, est obligé 
par un obstacle de $*en 
détourner pour suivre 
une autre direction rec- 
tiligne, trouver la vitesse 
dans la nouvelle dircc- 


6j. 

Un point matériel étant 
animé de trois vitesses 
constantes parallèlement 
à trois axes coordonnés, 
tronver , 

1. ° La nature de la 
ligne que parcourt ce 
point ; 

2. " La direction de son 
mouvement ; 

3. * Sa vitesse dans le 
sens de sa direction. 
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COURS DE MÉCANIQUE, 

Io6. On voit, par ce qui- pr< 5 cccle , que la composition et la dé- 
composition des vitesses simples se fait de la meme manière que celle 
des quantités de mouvement et des forces motrices. 


I 07. St le point matériel est animé de deux vitesses et à-la- 
fois, faisant avec les axes coordonnés, des angles respectifs <t' , fi' , y' i 


m /ytf M _ 

, P , 7 ; on aura 

J ~ Ui, . ,t/ = ✓[ I'/ -H X «' COJ. a" 


COI. COI. COJ. ‘y COJ. y'J ] 


y COI. «'-I- y cos. tt" „ y, cos. y„ cos. 0" y, cos. y ■+■ y^ cos. y" 

- ' " — »;CQS.ff=: - ;COJ. > = = — 


U ' ' U U 

ét la valeur du cosinus de l’angle que les deux directions données forment 
entre elles , sera 

cos. ot' cos. a." -4- cos. fi' cos. fi" -f- cos. y' cos. y" ; 
d’où l’on voit que U peut être représentée par le côté d’un triangle 
dont Vi et seraient les deux autres côtés. 

I 

lo8- Supposons maintenant qu’on imprime au point matériel, 
parallèlement à chaque axe , un mouvement uniformément accéléré ; les 
équations de ce mouvement étant 

^ — — "îSi^ • y — — 18»^ • 2 — • 

les projections sur les plans xy et .vj de la ligne parcourue, auront pour 
équations : 

, ' y z= ; I = ~ X : 

g, g. 

la ligne parcourue sera une ligne droite , et on aura 

/ = J-' -t- i' ) = ï '' '^(g,' H- r«* g.y ) 

COI. a = ^ CO». 0 = — — ; co». >■ -- Ù: ■ 

''l'g. '^g.. -t-#, y y'{g. -i-g, y 

La force accélératrice est constante et égale à H- g^ -H g J) , 

où on voit qu’elle sq compose de trois forces accélératrices données , de 
la même manière qpe s’il s’agissait de mouvemens uniformes, 
i 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMF.S. 



45 - 




On peut faire la coni- 

« 



position et la décomposi- 
tion des vitesses impri- 
mées à un point matériel , 
comme on fait celle des 
puissances appliquées à 
ce point. 

. 

V, et vUcsies imprimées 


46. 

64. 


Si dans rhvpoïKèse du 

Si deux lignes se cou- 

dans des directions qui font 


problème 6.^ , les vitesses 

pent à Toriginc des x, 

rcipectivemcnt avec les axes 


K K. représen- 

y, ^ en faisant un angle 

des X , y des angles 


fées par deux lignes par- 

quelconque entre elles ci ; 

«'/A', t' ct«", | 3 ', 


tant de l’origine et comp- 

avec les axes , et qu'on 



fées sur les ditections 

imprime à un point 



respectives de ces vîtes- 

matériel deux vitesses* 



sea , U lera représenté 

dans les sens respectifs de ' 



en direction et quantité 

chacune de ces lignes 



par le troisième* côté du 

trouver , | 



triangle dont V, et 

i.** La vitesse unique 



sont les deux autres côtés. 

résultante ; 

C/ et S meme signification 
qu*à Tarticle 105. 



2.* La direction du 



mouvement* 



+ 7 - 

65. 



Lorsqu'un point maté- 

ün point matériel étant 



rici est animé de forces 

sollicité par trois puissan- 



accélératrices constantes 

ces constantes qui agis- 

e. . g., f ?» 


parallèlement aux trois 
axes coordonnés P ces for- 

sent parailélcment aux 
trois axes coordonnés , 

accélératrices imprimées pa- 
rallèlement aux axes dos x, 


ces accélératrices , dans 
le cas où il n*y a pas de 

trouver, dans lecas oùilj 
n’y aurait aucune vitesse! 



y Z- 


vitesses initiales , se com- 

constante initiale 

t est la longueur de la ligne 


posent en une seule pa- 

1.** La nature de la ligne | 

parcourue dans i’cspace. 


rcillcnicntconsianiep de U 

parcourue par ce point; | 



meme manière que s’il 

2.* La direction du 



s’agissait de mouvemens 

mouvement ; | 

« * /î et y les angles for- 


uniformes. 

3.* L*exprC5si‘»n de la 

niés par U ligne s et les axes 



force accélératrice. ! 

des X, y et 



. S 
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I o^. D'après et la, jm point matériei étant sollicité dans les 
directions de deux lignes (|iii se coupent à l’origine et qui font respecti- 
vement des angles et' , /3' , ■/ ; et" , /3" , y" avec les axes des x , des y 
et des J, par des puissances constantes capables d’imprimer des forces 
accélératrices G, et G ^ , on aura , dans le cas où Ü n’y a pas de 
^tesse initiale, 

X = 

ÿ — y {G\-\- 2 6',C,/cos.et'cos.et"-4-cos. /3'cos./3',cos.y cos-v^-t-C'] 

G cot.a' -4- rr cos. «" 

C05. et =: ; 

ér 


cos. /3 = 


(7,005.0 -4- (7„C05.^„ 


G cos. y' •+■ (7„cos.>‘" 

COS. V = — . 

Le cosinus de l’angle formé par les deux lignes qui se coupent à l’ori- 
gine , a pour valeur 


cos. a,' cos. et" — I— cos. /3' cos. /3" — t- cos. v’ cos. y“ . 


.Ainsi , nous pouvons dire ici de ÿ ou de la force accélératrice résul- 
tante , ce que nous avons dit de la vitesse résultante U , art. 1 07 . 


I 10 . En généralisant la théorie de l’article 6, on parvient à un 
théorème sur la nature de la ligne parcourue et la direction du mouve- 
ment , dans ui)e inlinilé de cas où les espaces parcourus parallèlement aux 
axes sont égaux aux produits d’une fonction quelconque du temps par 
des quantités données. Ainsi les équations des niouvemens imprimés étant 

^ y = Z = 

on a 

y =z-^ x; 1=1 T''" -f -i- -1- ‘'TfO): 


la ligne parcourue est une droite, faisant avec les axes coordonnés, des 
angles, dont les cosinus sont 


cos. A 


— vy ^ — •/(•'-.-y 
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“'j >'f «" t ê>’ , y" ; 

ii'gicj rcipeaivemcni furincs 
par les directions de deux 
puissances constantes G, et 
G^, et par les axes des x, 
y « Z- 

a. , et > angles que sa 

direction fera respectivement 
asec les axes des * , et 

^ = la force accélératrice 
unique qui aura lieu. 

1 = la ligne droite par- 
courue pendant le temps r. 

i 

1 

. 

• 1 

48. 

Dans le cas du pro- 
blème 66 , si on prend 
dans IVspacc deux lignes 
qui SC coupent , qui soient 
respectivement parallèles 
aux directions des deux 
puissances , et doait la 
longueur , à partir du 
point d'intersection , re- 
présente ces puissances , 
la ligne droite qui joindra 
les extrémités de ces deux 
lignes , représentera en 
quantité et en direction 
la puissance unique ré- 
sultante. 

66. 

Un point matériel étan 
sollicité par deux puis- 
sances constantes dans les 
directions respectives de 
deux lignes qui se cou- 
pent à l'origine et qui 
font un angle quelconque 
entre clics, trouver l’é- 
quation du mouvement , 
et la direction de la ligne 
parcourue. 

I 

1 

J = la ligne droite par- 
courue pendant le temps t. 

. • 

■ ] • 

4 - 9 - 

Si un point matériel 
est animé, parallèlement 
aux trois axes, de trois 
mouvemens dbnt les 
équations soient 
X = af ( t) 

' y = bf (t) 

Z = cf (t)> 

f (t ) étant unefojiction 
quelconque de t , ce 
loint décrira «ne ligne 
droite passant par l’ori- 
gine. 

■ • - l 

1 

i 
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III. Examinons ie cas où le point matériel est animé Je forces 
accélératrices constantes parallèlement aux trois axes, avec Jes vitesses 
initiales. Les équations du mouvement imprimé sont , dans ce cas , 

.V = -t- y = {gj; i = V„,t -f- {g,„t' ; 

ou trouve pour la projection sur le plan xy de la courbe parcourue , 

y' X* — ~ xy Ax By Cz=i o, 

A, B Cl C étant des constantes ; et on voit par la comparaison des coefH- 
cltns de x' et x_y,que cette projection est une parabole. La projection sur 
l’un des deux autres plans coordonnés aurait une équation de meme 
forme ; ainsi la ligne parcouruê est une parabole. 

On peut , sans chercher les équations de projection , s’assurer que la 
courbe parcourue est plane , en éliminant le temps des trois équations 
de mouvement ; ce qui conduit à une équation de la forme 
ax -H hy Cl =: o, 

qui est celle d'un plan. 

Si on cherche pour un instant quelconque les vitesses parallèles aux trois 
axes, ou les valeurs de et et qu’on les compose en une 

feule, conformément à ce qui est dit art. io6 , on aura 

V = vui', -K g^r -H (K A- (K, H- Bjn . 

et on trouvera pour la valeur de la force accélératrice dans le sens 
du mouvement, 

- J' g.'J gJK g^<) ■+■ g„t) 

^ ~ d, ,.[(-(/■, .4- <,-/ H- ('r.-t-f.V H- <■„//] ’ 

ou 

A'i -t- g 

^ V[ /l' H- » /i / -*- C' J 

I l 2 . On peut simplifier les considérations précédentes, en composant 
les trois vitesses initiales en une seule , et composant de la même manière 
les trois forces accélératrices g^ , g^ et g^^ , le mouvement serait alors 
considéré comme résultant de la combinaison d’une vitesse et d’une 
force accélératrice constante , et il aurait lieu dans un plan passant par 
deux lignes qui se couperaient à l’origine et feraient avec les axes des x . 
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DÉFINITIONS. 

# 

THÉORÈMES. 

P.ROR L È.M E S. 

y. , y. J y^ »ont us 

vitesses primitives. 

1 

• 

50. 

Un point matériel étant 
animé, parallèlement ai^ 
trois axes coordonnés , 

, Un point pixtériel étant 
animé, paralléicmentaux 
^ois axes coordonnés, par 

e'.» g.’ g- »0"‘ <•'» forces 


par des forces accéléra- 
trices constantes, combi- 
nées avec des vitesses 
initiales, les projections 
de la courbe décrit# sont 
des paraboles , tous ses 

des fü^s accélératrices 

accéléritrices constantes. 

-■ . 

constante» , combinées 
avec des vitesses initiales, 
trouver les équations des 
projectioas de la courbe 
décrite , .la vitesse et la 



points sont dans le meme 

force accélératrice à un 



pl»n ; cette courbe est 

instant quelconquci 



une parabole. 
• > 

• 

a , b t\. c sont trois cons- 

• 


• 

tantes. 

• • 

• 

^ • 


> 

■ 

V vitesse dans la direc* 
tion du mouvement. 

• 

• 

. . ■ -J 


• = force accélératrice datis 

< 

• 

• 


* y V. 

la dircciion du mouvement. 

B =g,K-^g.K H- A,.»'.. 
C=y; -s-K„* -t-K,,*. 

• 

• 


s>* 

* Le* trois moüvemens 
untformém#nt accéléiés , 
imprimés, parallèlement 
avfx trois axes , à on 
point matériel , aveedes 
vitesses initiales , . peu- 
vent toujours se réduire 
à deux raouvetnens, l'on 



. K 


0 
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y et des angles dont les cosinus seraient respectivement, 

pour la 2 .* Kgne ■ • — ^ — 


■K..V '~Tî7T77TT7T 


*i'// -J V ' *!V V ' g-‘ ‘ 

Le cosinus de Tangtc formé par ces deux lignes* serait, au commencement 
du mouvement , égal à / la vitesse , dans le sens de la première , 
serait C, et la force accélératrice, daiu le sens de la seconde, serait A. 


I I J. La propriété <[u’a le mouvement précédemment analysé , de 
donner des trajectoires planes , s’éteni^ à une infinité de mouvemens , 
dans lesquels les esptKcs parcourus seraient des fonctions quelconques du 
témps , et dont les équations sont de la forme 

. = cj(0 h,f(t) 

y = ^J (0 ■+■ ^J(') 

• • 

f(t) et ff(t) étant des. fonctions quelconques de t; en éliminant 
etff(t) de ces équations, on parvient à une équation de la forme 
• <iat H- iy H- CJ = o , 
qui est celle du plan dans lequel le mouvement a lieu. 


1 I,p. La théorie du mouvement des projectiles dans le vide, n’est 
qu’uii cas très -particulier de la théorie précédente t on a pour les équa- 
tions des mouvemens horizontal et vertical , 

I * I , • 

X = t(%ghpcos. 6; J = t ( i.gh)'^ stnA — 
éliminant t de ces équations , il viendra 


J = X tang.'ô — ■ 


4 A cos.'t 


Le mobile rencontre la ligne horizontale aux points correspondant 
à X = O et X = sin. /a 6^ ; cette dernière valeur est celle de ce 

qu’on nomme {'amplitude du jet ; et on voit que , po»r un« vitessé initiale 
donnée, la plus grande amplitude a lieu lorsque 6 = tt; la plus grande 
élévation verticale correspond kxritzlt sin.’ fié J et a pour valeur A sin.* 0. 
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uniforme, Tatiire unifor* 




mement accéléré, dirigea 

. 



suivant des lignes qui se 


• 


coupent à Torigine , e 




dont les inclinaisons sc 

1 



déterminent dans tous lei 

! 


. . • 

caÿ. 

• 


V . 

s»- 




•Si I*on imprime à un 

• 


. . 

point matériel parallèle- 

• 

f rt ff >onl Ici signci de 


ment aux trois axes ^ troîs 
mouverntns’doftf les é- 
quations soientrcspecti- 
vement 

* 

fonciioni. 


‘ = O, f(t) é, f(0 

• 



r «= -t- ff(<) 



• 

X. — -s- é„,/fr;. 




la courbe décrite par ce 
point sera une courbe 
Plane,/('r; ttff(t) 

• 



étant des fonctions queN 

ér8. ■ • 



conques de t. 

1 • 

• • 

Un point matériel pe- 
sant , étant lancé dans Ic^ 
vide , dans la Élection 

(J = vîtesie inititle d*un 



d'une ligne qui fait un* 

point matériel pcsini, dont 


• 1 , ■ 

angle donné avec l'hori-! 

le mouvement > lieu dans le 



/on , et avec une vltessej 

plan dei jt j ; ce plan eit 

V 


initiale pareillement don- 

supposé verticaf et l’axe des 


. 

née , trouver , t l’é- 

^ horizontal. 



quation dë la courbe dé* 

9 = formé par la 



criie par ce point; a.*| 

direction de U et par l’axe 


• 

^mpiuudt du jet ; j.®! 

horizontal des x. 



sousqucl angle il faut lan-! 

h — hatneur dire i la 

• , 


cer le mobile, afin que J 

vitesse U. 



pour une vitesse initiale 

^ = la force accélératrice 
due i, la pesanteur ; ce qui 



don^^, Va^plîtude soit! 
un maximum / la plus 

donne U = V (igh). 



grande hauteur initiale à 

T= la (femi-cfrconféreoce 



laquelle l’élève le mo> 

dont le rayon est l’unité. 


• 

i)il«> 


. K 2 

l ■ 
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1 1 Le - mouvement Aant quelconque , on a , au bout du temps t, 
la vîtqsse le long de la courbe décrite 

les trois vitesses parallèlement aux x, ^ et j-. . . . 
la force accélératrice dans le sens de la courbe . 

• celles parallèles aux x , j et 

CosiiiuS des trois angles formés \ 
par la direction du mouvement/ des . .cos. /3 = — 
et les axes J 

• I des 7 . . . cos. y = — . —, ^ = 

d'où on déduit la conclusion énoncée air théorème 53. 


. 

dt ’ 

. U 

dy 

dt ' 
du 

d s 

dt 

dl 

dt 

d'. 

• • • • 

dt 

'dF 

d'.x 

d'y 

d'i 

1?' 

dt' ’ 

dt' * 

1 

dx 

dx 

U 

d t 

d t 

1 

dy 

dj_ 

U 

d t 

d J 

1 



dl 

U 

dt 

d s t 


116. II. est aisé maintenant de donner les équations générales du 
mouvement d'un point matériel sollicité par des puissances quelconques. 
Ces équations sont 

ri r\ ^ y T\ Z 

/?cos. ct=:— r-j— m; PcosaB— » . m; /’cos. y = — •»— m, 

• . d t d t (i t 

qu’on peut écrire ainsi , * 

^ y . V'' ^ î "y 

—7— m X=o-, —T-,-» tft — / — o ; —I— m — Z = o , 

> d t • d t d t 

m peut être pris pour unité ; on peut aussi , m étant quelconque , diviser 
les deux membres de chaque équation par la nysse , et alors les premiers 
membres ne contiendront què des forces accélératrices. * 

I 17. Ces éqqations fournissent une première conséquence très- 
remarquable : si l’on consitlère P comme une force accélératrice , on a 

X a * * 

' — COS. et P cos. aJ cos. et -+- P* cos. et' C05, et — i— &c. 

d t 

• 

cos. /3 *— F cos. /3' cos. /3 -J- F cos. /3" cos. j 3 > &c. 

d t 

■ cos. y P cos. y' cos. y -4- P cos. y" cos. y &c. ; 

» dt , , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

TUEORÊMES. 

PROBLÈMES. 

• 

J = U longueur de l'^irc ’ 
de courbe parcouru. | 

U = fa vitesse au bout du | 
temps t dans le sens de la j 
courbe. 

* , â et > sont les angles 
formes par la direction de u 
et par les axes des x ^ / et 

JjL et — — 

i t * d s d S 

sont les losinus des angles 
formés par la tangente à la 
courbe parcourue et par les 

\ 

53* ■ 

Un point matériel étant 
sollicité par des puissan- 
ces et décrivant une cour- 
|ic, quelconques, si à un 
mstanrde son mouvement 
les puissances cessent d’a- 
girsurlui, il continuera il 
se mouvoir ontformément 
avec la vitesse qu’il avait 
à cet instant, et dans la 
direction de la tangerte , 
menée à la courbe qu’il 
décrivait , au point où 

• 

• 

69 . 

axes de» et 


tes puissflQces ont cessé 

Un point matériel e'uni 

* 


d’agir sur lui. 

sollicité par des puissan- 
ces -en nombre et quan- 

• 

P z= résultante de toutes 
les puissances qui «agissent 
sur le point matériel. 

At ^ ti y sont les angles 
formés par la direction de P 

. 

a 

• 

« 

tité quelconques ^trouver 
les trots équatiçns géné- 
râtes de son mouvement.' 

• 

et par les axes des x ^ / et 
m = la niasse du point 
sollicité par la puissance P, 
X , y ti Z sont les com- 
posantes de P parallèles aux 


• 

• 

• J. ■ *. ’ 

axej dc$ X , J/ et j. 

• 


• 

• 

' 

P' , P* dcc. sont les eom- 

** - 

t 


posantes de Pj a , a" i^c. , 
j&" &c. , >*, >'* , dtc., 
angles (prmés par la direction 
de chaque force et par les 

% 

. • 

' \ * 

. • 

trois uci. _ * 

• 

# 


• 
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on trouve d’un autre côtd , pour les cosinus des angles formas par la 
• tangente de la ligne parcourue et par la direction de chaque force , les 
équations 

cos. S' =• cos. it cos. al -f- cos. /3 cos. / 3 '- cos. y cos. y' 
cos. 6” — cos. et cos. a,” -4— cos. /3 cos. (i“ H— cos. y cos. y" 

&c. &c. 

qui , combinées avec les precedentes .donnent 

U — A eos- 6' - 4 - cos. 6' &c. j dt. 

On voit , paf cette équation , que les forces perpendiculaires à la tan- 
gente n’influeat en rien sur la vitesse , et qu’ainsi le point matériel étant 
assujetti à se mouvoir dans un canal curviligne , la résistance des parois de 
ce canal ne diminuera' rien de sa vitesse. 

Si , dans cepe dernière hypothèse , le point était abandonné à une 
impulsion primitive, il conterveAit constamment la vitesse A qu'il aurait 
eue au premier iivstant dans le sefts de la tangente à l’origiiie de la courbe 
qu’il serait assujetti à parcourir. * • 

• On voit" encore que «toutes fes puissances qui n’entrent pas dans les 
.termes P cos. 6' -4- F' cos. 9 " H- &c., sont employées à presser la 
paroi du canal sur laquelle elles agissent à angle droit. 

I I 8. Les équations de lUrt. 1 1 6 servent en général à faire connaître 
la courbe parcourue en vertu de puissances données , ou à trouver les 
puissances qui feraient parcourir une courbe "donnée ; mais on en déduit 
immédiatement des propriétés générales du mouvement, qu’il est important 
de connaître. Voici d’abord celles des aires données par les équations 




= ; 


tidy — ^dx 




et 




sont respectivement les 


projections sur les plan* xy, atj ety 5 de faire décrite, pendant l’instant dt, 
par le rayon vecteur du mobile. 

• Xy — Yx , Xi — Zx etY^ — Z y sont les momens des puissances* 
qui sollicitent le mobile (en prenant le mot moment doits l’acception de 
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1." PARTIE. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


NOTATION. 


6\ C'i&c* , angles foyiiés 
par U direction du mouve- 
ment, qui est celle de U un-' 
gente à la courbe parcourue , 
et ppr la direction de chaque 
puissance. 

, angles formés par 
Il tangente ou parla direction 
du mouvement et par les axes. 

« 

A est une constante intro 
daitêparrimégration, qui se| 
rapporte à Ia vitesse initiale. 


sont des con* 

tantes , et toutes les autres 
lettres de.l'anicle ti8 ont 
U meme signification qu*i 
l'article 1 16. 


DEfZNiTlONS. 


54 * 

Le mobile étant asso- 
rti à se mouvoir le long 
d’unç courbe quelconque, 
plane ou non , 1a pression 
qu’il exercera sur cette 
courbe ne diminuera rien 
de sa vitesse. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


* 

Trouver la somme des 
composantes qui , à un 
instant quelconque, agis-^ 
sen^ dans le sens de la 
tangente i la courbe par- 
courue par le mobile. 


S5' 

On* déduit des équir 
tions du mouvement d’un 
point matériel , plusieurs 
conséquences générales : 
I .* Les valeurs des pro- 
jections , sur les plans 
coordonnés , des aires 
décrites par le rayon vec- 
teur du point mobile ; 


. 7 <-‘ 

Trouver les projec* 
tions , sur les plans coor- 
donnés , deseires instan- 
tanées décrites par le 
rayon vecteur 4u point 
mobile : 

I.P Lorsqu’il est solli- 
cité par des paissances 
quelconques ; 
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8o • COURSDE MÉCANIQUE, 
l’art. 5p ) , prises respectivement par rapport aux axés des des y et 
de» X, Ainsi les termes affectes du signe J" dans les éc^uations précé- 
dentes , s’évanouiront, i lorsque le mobile abandonné w^e impulsion 
primitive ne sera sollicité par aucutie puissance; ce qui donne A'=:o, 
o et Z =: O : 2.® lorsqu’il sera sollicité par des puissances dirigées 
vers l’origine des «coordonnées , cas auquel les momens sont nuis. On 
aura donc dans l’un et l’autre de ces deux cas , 

xdy ^ ydx x d ^ ^ ^dx y Z ^ 

dt ‘ d t " dt 

Las aires décrites pendant le temps r seront proportionnelles à ce temps : 
on verra , art. i 27 , une application da ce principe. J!)ans le premier 
des deux cas ci-dessus , cefui où on a ..L := o , Y z=: o et Z = o , 
la proportionnalité des aires aux temps , a lieu , quel que soit le point 
d^ l’espace qu’on prenne pour origine des coordonnées. 

I I Q N déduit encore des équation/ de l'art. *i i d , la suivante : 
_ </»» -K rf/ rft’ _ 


dt' 


= C -I- 


xf(Xdx -H Ytly H- Zdi). 


L’expression (Xdx — Ydy —H "Ldi) est une différentielle exacte, 
toutes les foisjque les puissances sollicitantes sont fonctions des distances 
entre le point materiel qu’elles sollicitent , et d’atJtres points pris sur 
leurs directions respectives ; et ce cas est en général celui de la nature : 
on a , lorsqu’il a lieu , 

V* = C H— 2 <p. 

Lorsque le corps est abandonne à une impulsion primitive , on a cons- 
tamment V* = C. , 

120. Enfin, si le corp» se meut ou librement dans- l’espace, ou 
sur une surface courbe , sans être assujetti à y suivre mne trace déter- 
minée , telle que serait la direction d’une rainure ou d’un canal , la 
courbe qu’il décrit , ’comprft'ée à une autre courbe «quelconque , dans 
le premier cas , et à une quelconque de celles qu’on peut tracer sur 
la surface où le mouvement a lieu , dans le second cas , donne cette 
équation remarquable, qui se rapporte au principe de la moindre action : 

dxt X •+■ dyiy d^f ^ 




vds =. A 


.dt 


1." PARTIE. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


y = U vîtes» au poini de 
la courbe décriie qui i x , y 
et ^ pour coordonnées. 

C = une constante. 


^i = rëlément de la coorbe 
décrite par le point mobile. 

A = une constante. ' 
est le signe de variation 
indiquant, qu'on passe de la 
courbe décrite par le point 


THEOflèMES. 


PROBLEMES. 


La propriété qu'ont 
les projections de ccs 
aires d’ctrc proportion- 
nelles au temps pendant 
lequel elles sont décrites , 
lorsque le mobile ou se 
meut, avec une vitesse 
constante , en vertu d’une 
impulsion primitive , ou 
est sollicité par des puis- 
sances dont les directions 
passent par l’origine des 
coordonnées ; 

* La valeur du carré 
de 1a vitesse» d'où on 
déduit celle de la force 
vive ; 


2 .* Lorsque les dircc- 
lions des puissances solli- 
citantes passent par l’o- 
rigine des coordonnées » 
ou que le point mobile, 
abandonné i une impul- 
sion primitive, se meut 
avec une vitesse cons 
unte. 


La propriété qu'a 
d’être .un mini 


U(vdf) 


7 ^' 

Trouver l'eapression 
générale du carré de la 
vitesse; d’où on déduit 
celle de U force vive. 


7Î- 

Trouver l'expression 
générale de la variatAn 
dey ( vds) , et sa valeur 
définie ^tre deux points 
déterminés de la courbe 
parcourue par le mobile. 


Digitized by Google 


8z COURS DE MÉCANIQUE, 


Entre deux points ddlermincs de la courbe décrite , supposés inva- 
riables, ou pour lesquels on a = o , o , j = o , l’équation 

précédente devient vAs = o ; c’eSi -à-dire que tout inouvement 
libre d’un point matériel , soit dans l’espace absolu , soit sur une surface, 
a cette belle propriété que l’intégrale f vJs est un minimum. 

Lorsque le point se njeut sur une surface courbe en vertu d’une 
impulsion primitive , on sait que v est constante. Le principe de la 
moiiulre actioii donne donc alors S'.J'Aj = o; c’est-à-dire que le 
mobile arrive , d’un point quelconque de la courbe qu’il décrit , à un 
«utre de la même courbe, par le plus court chemin qu’on puisse tracer, 
entre ces deux points , sur la surface où il est assujetti à se mouvoir. Le 
plan , passant par deux élémens consécutifs de cette courbe , poi^ la- 


quelle on a l’équation = 


est toujours perpendi- 


P ^ ^ dx 

dJy pdy — q d X 

culaire à la surface sur laquelle elle est tracée. Les lignes connues en 
géographie sous le nom de perpendiculaires à la méridienne , sont de 
la nature de celle dont je viens de parler. 


I 2 I . àf étant une fonction de x , et 3 , et A” = o l’équation de 
la surface sur laquelle le point matériel est assujetti à se mouvoir , la 
pression normale qu’il exercera contre cette surface, aura pour valeur , 
(Hpdx -(- dqdy)v' Xp -ir y g — Z 

~~ ds‘ t' { I -i- p‘ -i- g' J I -t- p' ^ g* ) 

La première partie de la valeur de N ne dépend que de la vitesse : la 
seconde partie de la même valeur est donnée par l’action des puissances ; 
et si le jjoint se meut seulement en vertu d’une impulsion primitive , on 
aura r { 1 -t- p* -I- : (dpdx -H <i<}dy) , et datis 

te* cas 



r 


On peut déduire de cette valeur, la seconde des propriétés énoncées à la 
fin de l’article précédent. 

Si le point matériel est assujetti à se mouvoir dans un canal infiniment 
étroit, de courbure quelconque, la pression normale qu’il exercera contre 
la paroi de ce canal , se déduira de la vitesse combinée avec l’action 


NOTATION. 


DiFINlTIONS. 


mobile, à une autre courbe 
infiniment voisine , qui a 
d*ailleurs une trace entière- 
ment arbitraire lorsque le 
point se meut librement , et 
qui , lorsque le point est 
assujetti à se mouvoir sur 
une surface, doit être tracée 
sur la même surface. Les 
points où S^x , ly txli sont 
nuis, répondent aux* inter- 
sections de la courbe décrite 
et de la courbe arbitraire. 

dx, dy»^x. sont des 
difTércnticIIes qui se rappor- 
teut à deux poiots infini- 
ment voisins de la courbe dé- 
crite par le point mobile. 

On déduit de l'équation 
A'. = O 

d-^ pdx -H » 

ptxq étant chacun fonctions 
de jr et/. 

V la vitesse du mobile 
dans le sens de la tourbe 
qu'il décrit^ 

r = le rayon osculateur 
de cette courbe , au point où 
se trouve le mobile. 

= la pression que le 
mobile exerce sur la surface. 

Voye^, an, 260 , les co-, 
sinus des angles formés parla 
direction de iVet par chacun 
des axes. Ce sont les quan- 
tités c, , c„ et ci-après. 


TH EOR â MES. 


PROBLEMES. 


5.* La pression que 
le point matériel exerce 
contre une surface ou 
une ligne sur laquelle il 
est assujetti à se mouvoir, 
en supposant , ou qu'il 
[cst sollicite par des puis- 
sances, ou qu'il se mcut| 
|avec une vitesse cons- 
tante , en vertu d'une 
impulstOD initiale i 


74r- 

Déterminer lesproprié-j 
tés générales et caracté- 
ristiques de ia courbe dé- 
crite par un point mué- 
nel, lorsque, livré à une 
impulsion primitive, et 
n'étant sollicité par au- 
cune puissance , il est 
assujetti à se mouvoir sur 
une surface courbe. 

Le point mobile étant 
assujetti à se mouvoinsor 
une surface ou sur une 
ligne quelconque , dé- 
terminer la valeur de la 
[/îfrcc centrifuge J ou de 
la pression normale qu'il 
exerce contre cette sur- 
face ou contre cette jigne, 
son que des puissances 
quelconques le sollicitent, 
ou que , livré à une im 
pulsion primitive, il se 
meuve avec une vitesse 
consume; et appliquer 
la solution de la seconde 
partie du problème , au 
cas où le point matériel 
se meut sur une circonfé- 
rence de cercle. 


♦L 2 


84 - COURS DE MÉCANIQUE, 

des puissances. Nous avons vu , art. 96^ comment s’évalue la pression 
due à ce’tte action , quand il s’agit d’une courbe à double courbure; si le 
corps se meut sur une courbe plane située dans le pian xi, on déduit des 
équations de l'article précédent , 

V* XJt — Zdx 

N = 1 ^ . 

r . ds 

A/^peut être considérée comme une puissance particulière agissant sur le corps, 
et, sous ce point de vue, les valeurs de ses composantes ou ses produits 
respectifs par c,, c^, et étant introduits dans les formules de l’art. 1 1 6 , 
les équations qu’on obtiendra donneront les circonstances du mouvement 
comme si le corps était libre. Autrement , introduisant N Comme une 
puissance inconnue en quantité , mais connue en direction, dans les trois 
équations , art. 1 1 6 , et l’éliminant ensuite , ces trois équations se réduiipnt 
à deux , qui , avec celle JC = o , rempliront le même objet. 

12 2. A’ mesure ce qu’on appelle \n force centrifuge , qui, lorsque le 
mobile décrit un cercle avec une vitesse constante , a pour valeur K* : R 
ou xgJJ\ R, ou enfin R. 


1 23. Les problèmes qui se rapportent au pendule simple, fournissent 
une application intéressante de la théorie du mouvement d’un point 
matériel. Prenons d’abord" le cas où le pendule se meut dans un plan 
vertical ; ce cas peut être assimilé à celui où un point matériel pesant est 
obligé de se mouvoir sur un arc de cercle situé dans un plan vertical. 
Comptant les x à partir du point le plus bas sur la verticale qui passe 
par le point de suspension, la relation entre l’espace parcouru et le temps, 
et celle entre la force accélératrice angulaire et l’angle décrit , sont données 
par les équations 

, — dt 

‘ ‘ — /[isé* - ' 


d-ê 

dt 



a 


0. 


La première convient à une courbe quelconque. La vitesse initiale doit 
entrer dans la valeur de la constante qui complète l’intégrale. 


1 24. On en déduit , pour la valeur du temps employé par le pendule 
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NOTATION. 

tJÉFlNlTIONS. 

T H ÉO R É M EtS. 

PROBLÈMES. { 

réiémcnt ie U courbe 




pircourpe. 

c, =—p-y( I -!-/>* 
f.= i 1 -i- p' 

.V = U vhesse constante 


6.* Ce que devient 
cette pression lorsque le 
corps est assujetti à se 
mouvoir sur une courbe 


dans le cercle {Mrcooni par le 
mobile. 


plane 

7.* Enfin » sa valeur 

■ ■ 

- 

lorsque le mobile décrit 


//= la hauteur due à V, 


un cercle avec une vf- 


V la v)ttssi angulaire g 

y 

00 l'angle décrit pat le 

U ' 

tesse constante P cas au- 
quel U force centrifuge 
est réciproquement pro- 

• î 

mobile ».peodant chaque unité 

25- 

poftioniicUe ait rayoh de 


de temps. 

De la force 

ce cercle 1 et directement 

■ ' 

‘R = le r»jron du cercle 

centrifuge. 

proportionnelle au carré 


décrit. 

26, 

de la vitesse. 

Dans les cas où l'on 

1 ■ ■ 1 

^ un arc variable com- 

angulaire. 

a à comparer les forces 
centrifuges de plusieurs 

! •_ 

mentant et finissant avec x. 

^7- 

masses différentes , il 


= un arc donné qui a 

Du pendule 

faut / aux valeurs de 

f 

U même origine que x. 

^ = la valeur de x corres- 

simple. 1 

l’artA 122,» substiper les 
produits de ces valeurs 

■’ 'i ■ 'a ' ! 

76. 1 

pondante à l’eatrémiié de A. 


parles massci respeciiveF. 

' 

Un point matériel pe-| 

a = le rayon du cercle 



sanf, étant assujetti à se 

décrit. 



mouvoir «ur une courbe 

/ et 8 font rerpéctivemeni 



plane située dans un plan 

la valeur angulaire de A et 

■ * : 

:■ •. .i !. Il '. 1; 

vertical, f^oiiver, Ja va- 

celle de l’arc s. 



leur du temps employé à 

a = la vitesse angulaire. 



décrire u n arc quelconque | 

7 = la demi - circonfé- 


■ ! < 

de celte courbe, t. 

rence quiaTuniié pourrayon. 


: r: , 

*. L ‘ ■ li--' 


t • . , 


.U) ir , ’é*.: r Î) ’ , i 

, »•: ■ 1 


. 

\\ . ». - -, 


• , 

. . . ' . ■ ' 


i ; • -v; . » ,*r . t 

‘ • i 





Digitized by Google 


86 


COURS DE MÉCANIQUE, 


simple à décrire un arc dont le sinus verse ^ ^ 

« = I . 1 — , — — — r • +&C.1 — y i —}■ 

* , id a*. 4 a -d a .4 .6 a*.d* fa» ' 

Le commencement et la fin de cet arc correspondent aux valeurs x ■=. b 
et X = O : la vitesse initiale est nulle. ' 

. Le temps de l’oscillation entière est double de celui qu’on vient de 
déterminer. ‘ 

En conservant l’hypothèse de la vitesse initiale nulle , la relation, entre 
la vitesse angulaire et l’arc parcouru , est donnée par l’équation 

(qos. 6 ' , — cos. f)'\. 


125. Dans le cas des oscillations infiniment ou extrêmement-petites, 
on a, pour l’oscillation entière, t rr 

Le temps de l’oscillation ne dépend plus de la valeur angulaire de l’arc , 
et V isochronisme a lieu. ' • 

On peut traiter immédiatement le cas des petites oscillations , en obser- 
vant que, dans ce cas, les phénomènes flu mouvement sont représentés 

par l’intégrale de l’équation ~ d“~ “ "f” ’ 

qui donne w = A j i — cos. [t V { ] !• 


Cette équation, par les divers signes dont le cosinus’est susceptible , repré- 
sente très-bien le mouvement oscillatoire, et donne les circonstances de ce 
mouvement à un instant quelconque de sa durée. La durée de l’oscillation 


se trouve en faisant 7r=:/ i'oiu ■zi'Tr V( comme ci-dessus. 


126. C€tte équation donne lieu à quelques conséquences qui 
peuvent être utiles. Deux des principales sont, i .° la manière de comparer 
les longueurs des pendules , par les temps employés à faire un même 

nombre d’oscillations , au moyen de la formule a = ; 


2.° la détermination de la force accélératrice de la pesanteur , au moyen d’un 
pendule dont on a, mesuré la longueur avec beaucoup de précision , et dont 

la durée des oscillations est très-exactement déterminée , g =. a. 

, I 27* Lorsque les oscillations du pendule ne se font pas dans le meme 
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PROBLÈMES. 


77- I 

D^tenoioefi i.**l€ 
C«mpi employé par le 
pendule simple à par-, 
courir un arc de gran*' 
deur donnée ; I 

2.* La relaitoii entre; 
la vitesse angulaire et 
Tare parcoam. I 


78. 

5 ^* Appliquer la solution 

Les oscillationi du du problème précédent 
pendule sont isochronei, auc^s où les oicillations 
lorsque les arcs décrits $ont infiniment ou extrê- 
sont infiniment petits, memern petites. 


28. 

De Tisochro- 


I k est Ia valeur angulaire 
de la moiiié du petit arc par- 
couru pendant une oscilla- 
tion. 

h) est l’angle décrit au bout 
du temps r. 


• 79. 

Les loMueursdespen- ^ l- 

. , • ® ^ Uédujre des expenen- 

dules sont proportion- . j 1 1 

^ . ces sur le pendule, la 

ne ei aux carr s es force accélc- 

temps empiOTes a faire . • 

^ ^ ^ % ratnee de la pesanteur, 

un meme nombre de pe- 
tites oscillations. 

* Trouver les équations 

du mouvement d’un pen*^ 
dule à oscillations coni- 
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■plan , le point mat<îrie! pesant , qui est supposé lié à un fil inextensible et 
sans pesanteur j est continuellement sur une surface sphérique qui a la 
longueur du fil pour rayon. 

Le plan des .vy, est le plan horizontal passant par le point de suspension, 
et les 1 se comptent au-dessous et à partir du même point de suspension sur 
la verticale qui passe par ce point , origine commune des coordonnées x , 
y, i: cela posé , les formules générales du mouvement de l'article i i 6 , 
donnent , en y ajoutant art. i a i les termes qui dérivent de la condition 
que le mouvement a lieu sur une surface sphérique , 


</f‘ r dt' 



on a de plus^l’équation de la surface courbe x* -I-y* -f- = r*. 

L'élimination de R , combinée avec l’équation de la surface courbe , 
donne, en effectuant une première intégration, 


ydx — xdy 

Tt 


m ; 


dx' -(- dy\ -t- rfj* 
idt' 


= S (z— f^): 


m et gÂ sont deux constantes introduites par l’intégration ; la seconde 
équation donne la valeur de la force vive à un instant quelconque. 

Introduisant dans ces équations le rayon vecteur mené de l’origine des 
coordonnées au pied de ^ , on a 


—^j,‘df 


z= m; 


zdt' 


= s(z — V- 


L’équation » satisfait au principe des aires , et fait voir 

que celles décrites par le rayon vecteur , sont proportionnelles au temps; 
c’est le principe énoncé théorème 5 J , n.° a. 

La valeur de la tension du fil est donnée par l’équation 

R — gé? Z — . 

A - 

et pour avoir la relation entre le temps et la distance j du mobile au 
glan xy , il faut intégrer l’étj%ation 

J, '•''t 

— - cVfl - k) - m*] ’ 
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R ^ h tension du fil. 

r = le rayon de U sphère 
ou 11 longueur du fil. ^ 


P rayon vecteuç mené de 
l’origine lo point où ^ ren> 
contre le plan x 


• î8. 

Le principe de U con» 
scrvation des aires a lieu 


Trouver l’expression 
de la force vive dans le 
mouvement du pendule 
à oscillations coniques. i 


IJ J 1. De ce rtti’on mouvement d’un 

f angle de p et de l aie •, ce qu on ^ 

, ■ ' emcndparle/>r/n- » OJCilUnons 

■ , ,:i tipe des aires. co"'q»«- 


. t -i O 


Trouver Ii valeur drj 
la tension du fil dans le' 
mouvemenid’un pendule 1 
à oscillations coniques. ! 

■ 8j- 

T rouver l’équation dif - 1 
tercmiille dont l’iriié-l 
gralioo donnerait la rc-| 

M 
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ÇO COURS DE MÉCANIQUE, 

128. On peyt, sans intcgrer cette équation, en déduire des consé- 
quences curieuses : en effet, observant que i’équaiion = o donne les 

plus grandes et les plus petites valeurs de j , ou en général les valeurs de 2 
corresjxindantes aux points où la vitesse verticale est nulle, et nommant a, 

1 et f respectivement la plus petite, la plus grande et la moyenne valeur de 

2 qui correspondent à = o , on parvient aux équations 


— = c h c — ““ m* — ^ r* — 


qui elonnent les rapports entre a , b , c , k tt m 
On a ensuite les équations ^ 

./r= 


II 

d t 


- - <vi 


(r‘ — -t- ij 

Lorsejue le mobile décrit un petit] cercle de la sphère parallèle au plan 
X y , la dernière équation devient 

• ) 

dt ' a 


rdx. 


120. Quant à l’équation dt z=. — ; -r-, ; rp» 

son intégration ne présente pas plus de difficulté que celle de l’équation de 
l’art. I 2 j ; mais il sera curieux d’assigner , sans avoir recours aux suites , 
deux intégrales limites entre lesquelles se trouve la valeur de/, et qui sont 


/ > ■ 


? — <1 1 r 

— — arc tang. -7 ; t < -- — ^ — 


• arc tang. ^ _ 


-Hf>] ■ E>’ i — I ' ' ' V[xg^a-t-cJ ] ^ t — I 

Il n’y a pas de constante à ajouterai ces équations , si on suppose que l’on 
compte / = O , lorsque le pendule est au point le plus haut ou lorsque 
2 = Pour obtenir ensuite le temps entier de la descente du point le 
plus haut au point le pl’us bas , on a 


Dans le cas des oscillations infiniment petites , ces deux inégalitâ coïn- 
cident et donnent les mêmes résultats trouvés art. i 2 j . 

1 30. On peut encore appliquer les formules du mouvement d’un 
point matériel à la solution de differens problèmes utiles ou curieux. 
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DÉFINITIONS. 
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* 

• 

» 

i 

Ution entre !c teiaps cti 
l'espace parcouru vcrii-' 
calcment dans !c mouve-i 
ment du pendule à oscil-' 
lations coniques. | 

8+. 

Introduire dans l'équa* 
tion demandée par Ie| 
problème précèdent , les 
valeurs de ^ correspon- 
dantes aux points où les 
vitesses verticales sont 
nulles. 

8j. 

Trouver l'équation 
dont l'intégration doit 
donner la relation entre 
le temps et la vitesse^ 




angulaire autour de l'axe; 
<lcs appliquer cette' 




équation au cas où le 




mobile décrit un petit' 



* ^ 

cercle horixontai de la 




sphère. 



. 

86. 

Assigner , en valeurs 
finies . ^eux inégalités! 
qui donnent les limites' 
du temps. 

« 

Tf = la demî-circonfcrcnce 


' • 


qui a l’anité pour rayon. 


•X • • 

. < . • i 

I 

Le» y 8C comptent , h par- 



87. 1 


• * . . . 

Trouver le temps de; 

tir du point le plus lias de la 
.ycloïde , jur le petit axe de 



la descente d'un point! 
matériel pesant sur un! 

cette courbe. 



axe de cycloïde. j 

M i 


J 
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Si une cydoïde est tracée sur un pian ^vertical , et que son grand axe 
soit horizontal, ie temps employé par un point materiel pesant à descendre 
le long de cette courbe de la hauteur 6 — y, sera 

I _ / d • / ij' — h h J 1 

/ T V • arc cosiniis / . ; ). 

* g ' h ^ b ^ 

Lorsque la vitesse initiale est zéro , et qu’on veut avoir le temps de la 
descente jusqu’au point le pjus bas, on trouve ' 



le temps est constant et indépendant du point du départ ; ce qui constitue 
la propriété des courbes tautochrones. 

I J i . Deux points étant donnés de position, on peut vouloir assigner 
quelle est, parmi toutes les courbes qu’on peut tracer de l’un à l’autre 
point , celle le long de laquelle un point matériel .pesant arriverait le 
plutôt du point supérieur au point inférieur, la vitesse initiale étant nulle. 
L’équation de cette courbe est 



C’est encore une cycloïde dont le petit axe a est vertical , les jr étant 
vcTticnIes, et l’origine des coordonnées à une des extrémités de l’axe hori- 
zontal I considérée sous ce point de vue , elle est courbe brachistochrone, 
132. ENFtN , si on cherche une courbe tracée dans un plan vertical,, 
telle qu’un point matériel pesant m, qui glisserait le long de cette courbe, 
exercerait normalement sur elle une pression constante , oti parviendra à 
l’équation • ' ' , 


A X = ' 


(k jrj' 


\l‘ J —\_ — -t- ‘ -t- ] ) ‘ 

m * * 

— est le rapport de la pression constante au poids du mobile ; h la 
hauteur due à la vitesse initiale ; /i' une constante qui dépend de 
l’inclinaison de la courbe à son origine, et qui est donnée par l’équatioa 

A=^(k—^)V(h). 

k étant ie sinus de l’angle arbitraire que'la courbe fait avec la verticale 
au point de départ. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


Du uutochro- La c)rcldîdc est une 

A = U h.uKMr du. à la tautochronc. 

vitesse initiale dans le sens 
de 1a courbe. 

s 

^ = la valeur de y corres- 
pondante au point du départ. . . 

4 d 2 le diamètre du cercle 
générateur. 


Deux points étant; 
donnés de position, tra-| 
^ cer une courbe de Tun 

^ à Tautre , le long de 

laquelle un point mafé- 
rici pesant arrivera dans 
Des courbes cycloïdc est une moins de temps pos- 

brachistochroncs. courbe brachisiochronc, *'I>lc , du point le plus 

haut au point le plus 
; , bu , la vitesse iniiUJe 

étant nulle. 
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COURS DE MÉCANIQUE, 


SECONDE PARTIE. 
MÉCANIQUE DES CORPS SOLIDES. 

PREMIÈRE SECTION. 

STATIQUE. 

I J La statique est la partie de la mécanique qui, faisant abstraction 
du temps , ne considère que les actions réciproques des puissances , 
appliquées à- un système de points massifs et de corps , telles que les 
efforts résultant de ces actions se détruisent réciproquement , et que le 

système reste immobile. 

' • 

1 CHEitcHANT d’abord les conditions de l’équilibre d’un système 

ou d’un corps de figure invariable , dont chaque point est sollicité par 

des puissances de quantités et directions quelconques , on commence par* 

ramener la question à celle où il s’agirait de forces dirigées dans un même 

plan et de forces à directions parallèles , et on trouve que l’état du système 

dont il s’agh, est le même que s’il était sollicité par des puissances dirigées 

perpendiculairement au plan x y , 

P, cos. y, : cos. y. ; P^„ cos. y,„ &c. , 

et par des puissances agissant dans le plan x.y, , 

„ „ j aux X. , .P, cos. ot, : P cos. <t ; P,„ cos. <t,„ &c. 
parallèlement ' ' 

I aux y . . . cos. / 3 , ; P^ cos. ; P„, cos. / 3 ,„ &c. 

Toutes ces puissances étant appliquées à des points de ce plan dont les 

coordonnées sont respectivement 

CO»- >„ — t,, CW. , . y», 

cos. y, ‘ cou ' cos. 

X, cos. — r. cos. a, jr, coi. cos. cos. — r cos. «.« * 

aux jr . . . ' . 1/ — — ^ — ; ' ■ - , I ^ &c* 

COS.>, COJ. CO** 

I 5^. Appliquant à ces considérations la théorie et les formules des 
art. 7 1 , 77 et 78 relatives aux forces à directions parallèles, et à celles qui 


panMcIcment/ 



2.* PARTIE, I.” SECTION. STATIQUE. 
NOTATION. Il DÉFINITIONS. | THÉORÈMES. [ PROBLÈMES. 


32- 

De U Italique. 


P,, P„,6iC., fôrcei mo- 
trices, ou produits de chaque 
masse par Ja force accéléra- 
trice, que cette masse ( sup- 
posée libre ) recevrait de la 
puissance qui agit sur elle, 

«, . . Ac. : A , A, , &c. ; 

P.I 7„s Ac- «ngl*» que font 
jlcs directions des puissan- 
ces avec Ica axes des x', 
/‘et 5 respectivement. 

X, / > dcc. j yi t y t» > ^t-. I 

' Ac. coordonnées 
respectives des points d’ap- 
plication des puissances. 


89. (♦) 

Trouver les équations 
des projections de la 
direction d’une puissan- 
ce, et les points où celte 
direttion rencontre^ les 
plans coordonnés. 

- 90. 

Ramener le problème 
de l’équilibre d’un sys- 
tème ou d'un corps de 
forme invariable, aux cas 
des forces à directions 
parallèles , et de celles 
agissant dans le même 
plan. 


( * ) le ctnqntéme nu- 1 

m<fO du Jenrnd dt r£cek , 

pAg. 9 t\ suiMOttn, \ 
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agissent dans le môme plan , on trouve, toutes réductions faîtes, que les 
conditions de l’équilibre d’un système de forme invariable sont expri- 
mées par les six équations 

Pi cos. <t, cos. £t„ -H Pii, cos. (Lm H- &C. =S O 

f", cos- / 3 , -+; P„ cos. / 3 . -+- P,,, cos. (ii„ -4- &c. z= o 

, Pi cos. -y, -f- Pu cos. -y, - 4 - cos. y,, &c. = o 

; Pi (yi cos. y, — h cos. kj -H (y„ cos. y, — cos. -t- &c. = o 

P, ,^2, cos. et, — .V, cos. y^ -+- cos. ,et„ — X. cos. y J -H &c. =r o 

jO/x, cos. (i, —yi cos. a.,; H- ^x. cos. / 3 „ — y. cos. a, J -4- &c. = o. 

I 

I 36. On peut, ‘dans les trois dernières équations, substituer aux 
coordonnées des points d’application des puissances , les plus courtes 
,di.stances de leurs directions aux axes coordonnés. On a, art , 
lllcotèmc 3 2 , 

PiPi sin. a, = Pi fyi cos. y, Zi cos. (ij &c. 

’ • sin. / 3 , = P, (h cas. a., x, cos. &c. 

* P, r, sin. y, = P, (xi cos. / 3 , — y, cos. a J &c. ; 

ce qui donne pour ks trois équations dont il s’agit . 

sin. a, H- sin. a], -4- &c. = o 
, . •/’, '/< ii'i- -4- /’„f„sin. / 3 ^ - 4 - &c. — o 

P, r, sin. y, -4- P, sin, y, -4- &c. = o , 
qui peuvent remplacer les trois dernières de l’article précédent. 

1^7. est bon d’observer que les équations précédentes ont été 
trouvées indépendamment de toute considération relative à la tendance 
soit au mouvement de rotation , soit au mouvement de translation , et 
que la seule chose qu’on ait eue en vue , a été d’exprimer que toutes les 
forces appliquées au système, pouvaient, par la décomposition, se réduire 
à quatre forces égales, deux à deux, et directement opposées , dont deux 
agissent dans le plan des x,y , et les deux autres perpendiculairement à ce 
plan. On voit en effet , au moyen de la préparation art. 134, que c’est 
l.i tout ce que supposent les raisonnemens et les calculs précédens , et 
qu’on a ainsi obtenu l’avantage de ne point mêler aux notions qui se- 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. THiORÈMES. 


PROBLàMES. 


Trouver les équations | 
qui expriment lescondi'; 
tions de réqutlibre d*un| 
système ou corps de for- 
me invariable , sollicité 
par des puissances de 
quantité et directions 
quelconques. 


Introduire dans les r 
équations 'd’équilibre 
demandées par le pro- 
blèmeprécédent, les plus 
courtes distances des di- 
rections des puissances 
aux axes coordonnés. 
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98 COURS DE MÉCANIQUE, 

rapportent à rcijuilibre , ti'aiilrcs iioâons relatives au mouvement , qui 

ne servent (ju'à obscurcir les premières et à embarrasser les commençans. 

Mais si on veut connaî.re j-articulièrement les dilTc'rens points de vue 
sous lesquels il faut considérer leo six équations des art. 135 et 1^6 (les* 
six équations des momehs ii’équivalenl qu’à trois ) , il faut refliarquer , 
_i que les équations cos. <*-,'-1- &c. = o , /*, cos. -f- &c. = o, 
P, cos. V, —H &c. = O , sont les memes qu’on obtiendrait , dans le 
cas de l’équilibre , si toutes les masses qui composent le système étaient 
concentrées en un seul point , et que ces équations indiqueraient alors 
<]tic ce point ne peut avoir de mouvement de translation dans aucun 
sens. On les a , pour cette' raison , nommées équations de \' équilibré de 
translation , oti qui se rapportent à l’équilibre de translation. 


138. Quant à la signification des trois autres équations, elle se' 
déduira aisément des détails dans lesquels nous allons entrer. Soient 
P, cos. y, ■=. (y ; P cos. y = Q" Scc. 


COI. y, — 1. f 

c«i. y, ■ ■' 

i, _ , 

COJ. ^ 

cos. 


jr„ cos. y„ — Xje 


— x'. &c. 


X/ 


t, A. » D 

= y , &c. 


Jin. y^ 
rf>5. 
sin. y^ 


5 in. et 


cos. et'; 


COS. 

lin. y^ 
ctiS. a , 


= sin. et", &c. 
= cos. et", &c. 


On aura pour les équations d’équilibre des deux groupes de forces 
mentionnés art. 134» représentent la totalité des forces appliquées 
au système : 


Composantes perpen- 
diculaires au pian x^'. 

Composantes qui agissent | 
dans le plan xjr. 


Q' -t- C" -1* 

Ç*" -4- &c. = 0 J 


H- C"x 


...Ml. 

Qy Q'j- 

" -+- y" -f- &c. = 0) 

R* COJ. a.* H- 

A"' COI. a" - 4 - &c. = 0 ■ 

1 

R* sin. *' -4- 

A" sin. -f- &c. * 0 . j 

1 

n'y COI. a'- 

x' ùn.a*J -+- cos. a" — a" jln.«'7 -4- &c. =: o j 


* I 39. Dans le cas où il n’y a pas équilibre, les sommes précédentes 
ne sont pas égales à zéro ; et on troi#era aisément deux forces , dont l’une , 
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PKORLÈME5. 


33- 

De l’équilibre 




de translation. 

• 


y'; y", &c- co- 

ordonnées des points de ren> 
contre des directions de 
chique puissance et du plan 


- 

- 

xy. 




a' J a’, &c. inglci formét 
pir l’axe , des x et par les 
projections, sur le plan xy. 




des directions des puissances. 

« 



Nota. Pour vériBer les 




équations ci à côté, il n*y 




a qu*à substituer les valeurs 
des quantités qui y entrent 




et on trouvera , toutes réduc** 


. 

• s 

tions faites , les six équa- 




lions de l’art. 13 ;. 


- 

93- 

Trouver deux forces 
qui fassent équilibre à 


■N 2 
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perpendiculaire au plan xy, établira l’équilibre dans le groupe (A), et dont 
l’autre, agissant dans le plan xy , établira l’équilibre dans le groupe (B). 
On a pour la première force , art. 7 8 , 

0 !’’ = <2' -H <2' -H d”' -+- &c. 


»' Q' »" -H Q~ a“ -t- &c. 

e!' -t- C' -t- y &«• 

Q'y -t- -t- &c. 

e C' -t- &C. 


et pour la seconde force, art, 73 et 74, 

K = ✓[(*' cos.«'-i- /t" cüs. &c./ ^''sin.jr" -4- &c7*} 


stn. a 


S' »in. a* -4- A’" sin. -f- &c. 
- 


cos. A = 


tang. A 

J* rr JT ttng. a -+■ 


cos. a' /?" COI. a" -4- &c. 

_ 

y?' sin. a' -4* y?^' stn, a" -+- &c. 
a* cos. A"* -4- Â" cos. a" -4- &c. 

A'/^'cos.a' — jr'sin. A'y -H /?" cos. a" — x^ùn.a") Ac. 
cos. a' ^ A*" eus. A* -4- &c. 


140. La dernière équation dérive de 

^^^cos. A — jr lin. ^ — ** »**»• Ac. 

©U parce que y cos. et — x sin. «t =, r 

y? r = y?vy *v “*• (y* 

Si le second membre de cette équation est zéro par lui -même , on aura 
ou R = O , ou r = O : ainsi , lorsque les forces qui composent le 
groupe (B) , quoique n’étant pas en équilibre, seront cependant telles 
que la troisième somme de ce groupe soit nulle , la résultante de toutes 
les puissances qui agissent dans le plan xy , et qui représentent toutes 
les composantes parallèles au plan, cette résultante, dis- je, passera par 
l’origine des xy , ou par l’axe des j. 

D’après cela , si l’axe des ^ était fixe dans le système , la seule équation 
R' (y' cos. al — x' sin, al ) -l— &c. = o 
lenfermerait toutes les conditions de l’équilibre ; car , d’une part , le 
système ne pourrait prendre aucun mouvement par l'action des forces Q', 
Q",&c. , parallèles à l’axe des et de l'autre, l’équation dont il s’agit 
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lor 


N o’t a T I O N. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

Q.'o) U résultante des 



un nombre quelconque 
de forces agissantes sur 
un système ou corps de 

forces perpendiculaires au 
plan x^. 



forme invariable. 

x("^ et sont les deux 

coordonnées de son point 
de rencontre avec le plan xjf. 

• 



Nftm, Lé tignt (a) Jttign* m 
•ccent et non pu un« puimnee. 




/? = la résultante des 




forces qui agissent dans le 
plan xy. 




c est l'angle que fait sa 
direction avec Taxe des x. 




X ct^ sont les coordonnées 
d’un point quelconque de 
sa direction. 




r est la perpendiculaire 
menée de l'origine des xy 
sur sa direction. 



• 

.J. ; 



• 

•f 

1 


, - . ■ 

• * 



; ! • 
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COURS DE MÉCANIQUE, 
indiquant que ia résultante des forces R' , R" , Sic. passe par l'axe fixe des 
énonce rigoureusement que le système doit rester en repos. 

iq.1. Mais l’équation R' {/ cos. af — x! sin. aJ) -+- &c. = o 
est , en changeant tous les signes, identique avec celle de l’art. 13 j. 

P,(x, COI. /ô, — COI, a-J P^(x„ cos. -f- &c. ~ o. 

Cette équation indique donc , à elle seule, que si l’axe des 1 était fixe, 
il n’y aurait pas de mouvement ; et comme lorsqu’un axe est fixe , le 
seul mouvement qui puisse avoir lieu est celui de rotation autour de cet 
axe, l’équation dont il s’agit donne les conditions de l’équilibre de rota- 
tion autour de l’axe des ^ supposé fixe. 

On prouvera de la meme manière , que des équations 

• ( X, COS. cos. a. J P^^ (x„ cos. cos. &c. — o 

P, (y, cos. y, — i. cos. fi J P„ coi. y^ — cos. -+- &c, = o. 

La première indique que si l’axe des y était fixe , cet axe supporterait 
l’effort des résultantes de toutes les puissances , et que le système serait 
immobile , ou ne prendrait pas le seul mouvement qui lui fût permis , 
celui de rotation autour de l’axe des xy. . 

La seconde indique ia meme chose pour l’axe des x. 

142. Enfin , lorsque les trois dernières équations de l'art. 13 j ont 
lieu ensemble , cette réunion indique que si le point commun d’inter- 
section des trois axes était fixe, le corps demeurerait en repos; car, 
art. 138, on aurait', d’une part, 

Qx' Q“x" H- &c. z= o ; <2'/ (y y" -f- &c. = o ; 
ce qui énonce que la résultante des forces perpendiculaires au plan xy 
pas}e part le point fixe. 

Et de l’autre , 

R' (y' cos. <t' — x' sin. aJ) — f- &c. = o ; 
ce qui énonce que la résultante des forces R' , R" , Scc. passe par le 
même point. ' 

C’est d’après ces propriétés qu’on a désigné les trois équations dont 
il s’agit , par le nom d’équations de \ équilibre de rotation. 
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94. 

Un corps étant assujetti! 
à tourner autour d*un 
axe fixe , trO|^r les con> 
ditions de l'equihbre. 


% 


95 - 

•Déterminer les condi- 
tions particulières qu*ex* 
prime chacune des trois 
dernières équations de 
IVqui libre d’un corps de 
forme invariable données 
art. 135. 


• 


96. 

Un système ou corps 
de forme invariable étant 
assujetti à tourner autour 
d’un point fixe, trouver 
les conditions de son 
équilibre. 

* 

\ 


3 +- 

De Téquilibre 
de routioQ. 


• 
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104 COURS DE MÉCANIQUE, 

14^. Lorsqu'il y a un axe fixe dans le système (on suppose que 
c’est l’axe des x ) , on peut faire équilibre à toutes les forces appliquées 
à ce système, avec une force P , en remplissant les conditions énoncées 
dans l’équation 

Pf jin . a = P, Col. y, — l, col. H' ) -t- P„ (y„ col. — t, »• AJ • 

et ces conditions peuvent être remplies en se donnant arbitrairement 
deux des trois quantités P, p et a.. Cependant la détermination de a, est 
sujette àjine limitation , en ce que le produit I^p doit être pris tel qu’on 
ait sin. et. < i : en général , on peut supposer <t égal à un angle droit ; ce 
qui épargne la force perdue P cos. <t , dont le seul effet est d’agir sur 
l’axe, à moins que quelque circonstance n’oblige de faire autrement. 

■ 144. Mais chacune des valeurs de P, dont le nombre est Infini, 
qui est propre à établir l’équilibre , répond à une pression différente de 
l’axe ; et lorsque cet équilibre existe , l’axe , supposé inflexible et arrête 
à deux points fi.xes, éprouve, à ces points, de la part des comjiosantcs 
dirigées dans des plans perpendiculaires à sa longueur , la même pression 
que si ces composantes étaient chacune, immédiatement et parallèlement 
à sa direction , appliquées à l’axe au point où cet axe rencontre le plan 
normal qui renferma la direction de la composante. 

Ce théorème se déduit aisément de l’équation de l’art. 140 
R r = R' (y cos. aJ — x cos. (i' ) —H &c. , 
en appliquant à l’axe des x, ce que cette équation énonce de l’axe 
des i. 

145. D’après cela, un corps assujetti à tourner autour d’un axe 
inflexible (on suppose que c’est celui des x) , retenu à deux points fixes, 
étant sollicité pa^ des puissances de quantités et directions quelconques, 
en équilibre , il est aisé de déterminer les pressions que supportent les 
deux points fixes. Si on suppose que l'un de ces points soit à l’origine des 
coordonnées , et l’autre à une distance a de l’origine , la décomposition 
des puissances fournit , 

i .“ Les comjxisantes P, cos ; P^ cos. tt^ , &c. , qui produisent, dans 
}e sens de la direction de l’axe, un eflôrt égal à leur somme. 


OigrtIzoéJDy 
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97 - 



Un corps assujetti à 

Un corps assujetti à 



tourner autour d*un axe 

tourner autour d’un axe 


• 

fixe, étant sollicité par 

fixe , étant sollicité par 

/*= la puissance qui doit 
établir i'cquilibrc. 


des puissances quelcon- 

des forces «lui ne se font 


ques qui ne sont pas en 

pas équilibre , trouver 


équilibre, il y^a une in- 

une force qui, appliquée 

P plus courte dis- 


finité de manières d'cia- 

à ce corps , établisse l'c- 

uncc à Taxe des x. 


blir l'équilibre au moyen 

quilibre. 

a =: l'angle que fait sa 


d’une seule puissance. 


direction avec Taxe des x. 


6a. 




Un corps étant assujetti 
i tourner autour d'un 
axe inflexible retenu à 
deux points fixes ; des 
puissances dirigées dans 
des plans perpendiculai- 
res à cet axe ,. font, dans 
le cas de l’équilibre , sup- 
porter i ces deux points 
fixes les mêmes pressions 
que si chacune d'elles 
était immédiatement et 

• 



parallèlement é sa di- 
rection, appliquée à l’axe 
au point où cet axe coupe 
le plan normal dans le- 
quel se trouve la direc- 
tion de la puissince. 

98. 

f*. a -P. a ‘O"* 



Un corps assujetti à 
tourner autour d*un axe^ 



1 

inflexible, lequel axe est' 
retenu i deux points 
fixes, étant sollicité par 

paissinces «ppliquéei an 
système. 

^ } fi, 1 fi„ t &C. 1 



les puissances de quan- 

>> > >. > aont les a4|les 



tirés et directions quel- 

formés par leurs directions 



conques qui se font équi- 

et par des parallèles aux axes 



libre , trouver les efforts 

des X , ^ et ^ , passant par 



qui s'exercent dans le 

leurs points d'application. 



sens de l’axe, et ceux que 


.0 
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3 ..° Les mêmes composantes produisent, perpendiculairement à Taxe, 
^ des eftbrts ; savoir , ' 

à l’origine — ^ — P^cos. <t, ; — ^ — P^cos. Sic. 


à une distance a de l'origine. , . — -^^P^cos. a./, ^ 

dans des directions qui font avec 
le plan xy , des angles qui ont 


pour tangentes \ . — - — / — L; — , &c. 

3.“ Les composantes P sin. a. produisent des efibrts perpendiculaires 
à l'axe ; savoir , 

à l’origine “ a”' “ a * ' 


à une distancer de l’origine. . . — — iP, sin. et, ; — ~ — P sin.ot„; &c. 

dans des directions qui font avec 
le plan , des angles qui ont 

pour tangentes 

1 ^6 . Le système n’ayarrt qu’un seul point fixe, qui est suppose 
à l’origine des xyi, et étant sollicité par des puissances qui ne se font 
pas équilibre, on pourra d'abord établir l’équilibre au moyen de trois 
puissances ; savoir : 

1 . ° Une puissance R agissant dans le plan xy , à une distance r de 
l’axe des j , et parallèlement à l’axe des x , de manière qu’on ait 

Rr = P,(y,QOi.t, — K,co%.^,) -1- &c. ; 

2. ° Une puissance' Q agissant dans le plan xj, à une distance tj de 
l’axe des y ^ parall.élement à l’axe des x , et satisfaisant à l’équation 

Çf = P, y, — ^co». &c. J 

3. ® Une puissance;/’ agissdnt dans le plan y J, à une distance p de 
l’axe des x, parallèlement à l’axe des y , et l’équation suivante ayant lieu : 

P P = P, (y,ct>%.y, — j,co». iS,,) &c. *, 

chacune des puissances R, Q_, /* est susceptible d’un% infinité de 
valeurs , en donnant , respectivement , aux distances p , ij , r les valeurs 

• Il f«ut obiervcr que «hScune de» puimnees />j, Qt\ R éum dirigée dans le plan do 
deoa axes , n’a un momenqque par rapport au troisième axe. 
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PROBLÈMES. 

J>. > J>.. 1 . SO"‘ ■'» 

pf^rpendtculaires menées des 
poi nts d'applications des puis* 
sances , sur Taxe/les x, 

*, » ï. / Z.. * 

&c.' sont les coordonnées des 
points d'applications. 

a est la distance entre les 


• 

supportent perpendicu* 
lairement à Taxe deux 
points fixes quelconques , 
auxquels cet axe serait 
retenu.. 

deux points (dont l'un est 




à Porigtne ) aoxqiiels l'axe 



• . 

dei X eit retenu 6xement. 






• 6j. 

. ^99- 



Un corps assujetti à 
tourner autour d'un point 
fixe , étant sollicité par 

Un corps assujetti 
à tourner autour d’un 
point fixe , étant sollicité 



det puissances de quan- 
tités et directions quel- 
conques qui ne se font 
pas équilibre, il y a' une 
in&nité de manières de 
contre - Balancer l'action 
de ces puissances par une 

par des puissances de 
quantités et directions 
quelconques qui ne se 
font pas équilibre , trou- 
ver une puissance unique 
qui puisse contre-batan- 
cer toutes celles appli- 



force unique. 

quées au système. 

• 

.1 


.0 a 
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convenables. Mais la condition à laquelle il est le plus important de satis- 
faire, est que P , Q et R puissent se composer en une seule puissance, 
qui seule empiichera le systèifte de tourner autour du point fixe. Pour 
cela, il faut que la résultante des deux puissances parallèles Q et R se 
trouve à la hauteur p au-dessus du plan xy, pour pouvoir rencontrer 
la puissance P ; ce qui donne l'équation de condition 
(Q-^ R) P = 

ou {Q -+- R)p = P,{x,cos.y, — i^cos.aj &c. 

Le second membre de cette dernière équation est tout connu , et on peut 
y satisfaire d’une infinité de manières , en se donnant arbitrairement 
deux des trois quantités Q, R et p , et lorsque ces trois quantités seront 
déterminées, on calculera r et P par les équations ci-dessus. 

* Composant la résultante de Q et R avec la puissance P , on aura , 
pour la valeur de la- puissance unique qui contre -balance toutes celles 
appliquées au système , \_( Q. “H ^ )' ^ ]• 

Sa direction parallèle au plan xy , à une hauteur p a\x- dessus de ce plan , 

rencontrera celui des y J à une distance de l'axe des 7 , et 

fera avec l’axe des x ( ou une parallèle à cet axe ) un angle ayant pour 
tangente ^ . 

La position du plan xy étant arbitraire , le parallélisme à ce plan ne 
limite en aucune manière la question. 

iq.7. Les valeurs ou les directions différentes qu’on peut donner à la 
puissance unique dans le cas de l’article précédent, comportent chacune 
une pression différente du point fixe , et , lorsque l’équilibre est établi , 

-pr-¥-z'\. 

X N 


cette pression est en générai -+~ NJ * -4- 


X. , . cos. et. 


Cosinus des angles formés par la direction . 

de R' et par i’cixe des 1"^ * * ^ 


. cos. y — 


K 

Y P 
K 
Z 


148. On voit par tout 'ce qui précède, combien les momens des 
forces , ou leurs produits par les perpendiculaires menées d’un point ou 
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100. 

N = Q ^ P, 

K \i pression do point 

d*appuî. 

y et Z J sont les com- 
posantes parallèles auï axes 
des et des puissaoces 

qui agissaient sur le système 
avant qu'on établit Tèqui- 
libre, au moyen des nou* 
velles forces Pj QetP. • 



Un corps assujetii à 
tourner autour d'un point 
fixe , étant sollicité par 
des puissances de quan- 
tités et directions quel- 
conques qui se font équi- 
libre, trouver, en quan- 
tité et en direction , la 
pression qui s'exerce au 
point fixe. 
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COURS DE MÉCANIQUE, 
d’une ligne sous leurs directions , jouent un grand rôle dans les questions 
d’tiquilibre ; et leur usage dans les questions de mouvement , n’est pas 
moins important. J’ai donné les formules nécessaires pour avoir les trois 
sommes des momens par rapport aux trois axes coordonnés , lorsqu’on 
connaît les angles que ces axes forment avec les directions des forces. 
Or, on déduit, de ces trois sommes, celle des momens par rapport à 
un axe de direction quelconque rencontrant les trois autres à leur point 
commun d’intersection , par une formule d’une simplicité et d’une élé- 
gance telle qu’on peut la regarder comme une des plus belles de la 
mécanique ; voici cette formule ; 

Af = P cos. a. H— Q cos. /3 -f- /? cos. y *. 

Parmi tous les axes qui passent par l’intersection commune des trois axes 
fixes , il y en a un pour lequel cette somme des momens est un maximum, 
et dont la position se détermine par les équations 

= V r 

et qui a pour valeur AP ^=. \^(P' -t- -f- R'), 

Ce résultat ne dépendant nullement des positions absolues des axes 
qui se couperit à l’origine fixe , fournil les deux conséquences remar- 
quables énoncées à la fin du théorème ôj , dont la seconde conduit au 
procédé suivant, pour déterminer, par construction , la position de l’axe 
du plus grand moment. Après avoir, par la méthode de l’art. 13p. réduit 
toutes les forces qui agissent sur le système , à deux, que je nommerai/^ 
et/", composez l’une quelconque de ces forces résultantes,/', par exemple, 
en deux autres, et/,, telles que / soit appliquée à l’origine fixe et/_ à 
un point de là direction de /" , avec laquelle on la composera en une 
force unique F; faites passer un plan par l’origine fixe et par la direction 
Am F, la perpendiculaire à ce plan , menée au point pris pour origine fixe, 
sera l’axe du plus grand moment. 

Lorsque les puissances qui agissent sur le système, peuvent se 

^ Ce théorème & été donné par Eultr dans fe tome VU des nouveaux Actes de Saint- 
Pétersbourg : Laplace , de son côté» l'a déduit de ses belles recherches sur U position 
d'un plan qui reste toujours parallèle i lui>même» dans le mouvement d'un système de 
corps agissant les uns sur |es autres. Journal de l’École polytechnique ^ nd y. J’cii ai donné 
«ne démonstration élémentaire dans le n.” 9 du meme journal. 
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Af = ià somme des mo~ 
mens p»r rapport à un axe 
passant par Torigine fixe des 
coordonnées : cet axe fait 
avec les axes des ^ et 


64.. 

Si une ligne , piss.pt 
pir l'origine des coor- 
données , fiit ivec les 
«es des * , _p et des 


des angles respectifs a, fi 
et y , avec le plan des un 

angle 6 > et sa projection sur 
le plan x/ fait un angle* 
avec Taxe des x. 

P, Q et R sont respectt« 
vement les sommes des mo- 
mens par rapport aux axes 
des X, / et 

V ( P' Q‘-^R')=K 
/ (P‘-^^Q') =A. 


ingles respectifs a , 
ti y, la somme des mo- 
mens des forces par rap- 
port à cet ue a pour 
valeur , 

P COI. 4* <2 ro». ^ ^ j? CM. y. 
6j. 

Cette somme est un 
maximum, lorsqu’on a 

CM. fit — _ . H J W'Itlcf 

1 Sonnent cev> 
coi ^ = — ,q \ r*rt. 1 4S , 

1 CI tccJpf*i|i*e* 

m.y =. 1 . A J 


• 

•0 

et sa valeur est = A ; 
d’où il suit, l.v que, 
quelque position qu’on 
donne aux axes des x 
y et tant que leur in- 

tersection commune sera 
aumême point, la somme 
A’ des carrés des sommes 
paniculiéres des momens 
par rapport i chacun de 
ces axes sera invariable; 
2.° que la somme des 




momens est nulle par 
rapport à toute ligne 




passant par l’origine fixe , 
et perpendiculaire â l’axe 
de plus grand moment. 

loi. 

Trouver les ét|ttationi 
de condition qui doivent 
avoir lieu pour que des 
puissances de quantités 
et directions qoeicon- 
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COURS DE MÉCANIQUE, 
réduire à une résultante unique , l’axe du plus grand moment est perpen- 
diculaire au plan passant par l’origine fixe et par la direction de la résul- 
tante unique. Cette propriété inspire naturellement le désir de connaître 
les conditions qui doivent avoir lieu, pour que la résultante de plusieurs 
forces soit unique. Voici les trois équations qui renferment ces conditions ; 
et je les aurais données, indépendamment de la considération doiu je viens 
de parler, à cause du grand parti que j’en tire pour la théorie du centre des 
forces et du centre cf inertie. 


Y(Zx) = Z(Yx)... I 
X(Zy) - Z(Xy)... 

X(YV = YCXV---1 


4]ui énonce <^ue la rcsultantc Z de cos. cos. , &c., et 

celle y de cos. /S, , P^ cos. , &c. , se coupent ou sont 4 ia 
mime distance du plan ; 

qui énonce que la résultante Z. de /*, cos. , P^ cos. , dtc. , et 
celle X de cos. a., , cos. a,,» éic. se coupent ou sont à la 
même*distance du plan 

qui énonce que la résultante X de P^ cos. a .^ , P^^ cos. , dtc. . et 
celle Y de cos. » P^cot.^^, &c., se coupent ou sont 4 la 
même distance du plan jr/* 


Lorsqu’une ou deux seulement de ces équations ont lieu , il y a des 
intersections séparées des lignes de direction de JiC, Y et Z prises deux 
à deux : et lorsque les trois équations ont lieu , les trois directions coïn- 
cident en un seul point. 


I ^o. Dans ce dernier cas , on a, pour déterminer la résultante P, 

P = / (X -t- Y’ -^Z‘J 
Z 

1- )'■ -H Z') 

^ ~ ’vTFTT'TTv 

r, X , cos. tS, P, JT. co s. -4- &C. X, COI, H- x„ COI, >„ -f Stc. 

P, CO». P„ cos. /î, &c. “ P, CO», y, />„ cos. &c. 

P, y, CO». », -4- P„y, c°«. «, -H P,y, co». y, -y- P„y„ co». >, -t- &c. 

^ P, co»- ■+■ p„ co». «„ -y- &c. /*, co». y^ -t- coi. y, -y- &c. 

_ P, t co» «, ■+■ P. t, co»- «. *c _ P, L co». g, -y- P„ i, co». a„ -y- &c. 

^ P, co». a, -y- P. COI. ct„ -H &c. P^ co». -I- P^ co». /i, -v- 4c. 

L’identité des doubles valeurs de chaque coordonnée , est précisément ce 
qu’énoncent les équations de condition de l’article précédent. 


Cci équations sont (et 
mêmes quon obtiendrait 
pour Péquiiibre d*un point. 
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X , y Cl Z sont les coni- I 
posantes parallèles aux axes 
tici JC, jf Cl 

^ X/ ) est une notation 
ahrcgcc de la quantité 

CO», A, -f- P,/, c*i. + ac. 

On a d,e la même manière , 

(Xi) =zP,x^ COI. «, ■+■ &.C. 

(YxJ = P, *, COI. |8, ■+- &c. 

(Y^'j = P, î, COI. 0, -H &C. 

= /’.x, COS. y, -t- &c. ’ 

«O.»- >- I 


ques qui agissent sur 
un corps de forme inva* 
riable, aient une résul- 
tante unique. 


X, ^ et ^ sont les coor- 
données du point commun 
d'intersection de X^ Y et Z. 


Déterminer 1a quantité 
et la direction de la résul- 
tante de plusieurs puis- 
sances qui agissent sur 
un corps, lorsque cette 
résultante est unique , 
ainsi que les coordonnées 
du point commun de ren- 
contre des puissances 
X, y ti Z , qui repré- 
sente , respectivement,! 
les résultantes des troU 
groupes de composantes 
parallèles aux x, aux^, 
et aux 


Les équations de condi- 
tion* qui énoncent que la 
résultante d’un nombre 
quelconque de forces 
appliquées à un corps de 
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COURS DE MÉCANIQUE, 


l^l. Lorsque les puissances qui agissent sur le corps ont toutes 
leurs directions parallèles, les équations précédentes deviennent 

P z= F -+- F: &ic. a. , 

et y ont les valeurs communes aux 
directions de toutes les puissances du 
système. 

IJ 2. On prouve par des considérations géométriques, que lorsque 
ces équations ont lieu par rapport à trois axes coordonnés de position 
déterminée , des étpiations pareilles ont lieu par rapport à trois autres 
axes coordonnés quelconques; que les premières redonnent les dernières, 
et réciproquement. Cette propriété peut se déduire du résultat où l’on 
est arrivé art. i +8 : elle peut aussi conduire à ce môme résultat ; mais 
le raisonnement de l'article cité , est plus direct et plus simple que celui 
qu’il faudrait faire sur les équations de l’article 151. 

. 153- Mais une propriété remarquable et utile des équations de l’ar- 

ticle I 5 I , est que les valeurs de x , y et 3 ne dépendent nullement de 
la direction commune des puissances, ni môme de leurs- valeurs absolues, 
et que le point auquel ces coordonnées se rapjsortent , aura toujours la 
môme position dans le corps tant que les puissances conserveront entre 
elles le môme rapport (l’une quelconque d’entre elles pouvant avoir une 
valeur arbitraire), ^t que leurs, dirpetipns seront parallèles à une môme 
ligne droite dont la position est tout -à-fait arbitraire. « 

f , 

I j+. Cette propriété importante a fait donner au point fixe dont il 

s’agit , le nom de centre Jes' forces, 

U 


0 


X 

V 


f, », -t- »„ H- 

7f- 

l’-.y. 


r„ -t- &c. 


P.i. 


p„ -H &C. 

p„ t, ■+■ 


P, 


&c. 
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' 

forme rnvarUble , est 
unique , ont toujours lieu 
dans le cas des forces à 
directions parallèles. 

• 1 

l 

* ‘ 


67. 

103. ‘ I 



Lorsque les équations 

Appliquer la solution* 



P= P, -1- P„ H-&C. 

du problème précédent 

X, X . ^c. ont 


Z*, 

au cas où toutes les' 
puissances ont des dircc- 


^ ~ P 

U meme signification qu'à 


^ f 

P. y. “+* P., y..-*- &c. 

tiens parallèles. 

l'irt. i^j. 





y P 

P, 7 , -+- P„ 7„ &C. 


. 

» 

• ■ 

^ P 


> 

ont heu par rapport à troi^ 
axes coordonnes de posi> 
tioo déterminée , des 


- t 


quations parallèles ont 
lieu par rapport à trois 
autres axes coordonnés 

al' 

■ . ■ . 

■ . f 

quelconques les pre- 




mièresredonpent les der- 
nières , et réciproque- 

;.i 'i.'. li t 1 



ment. 

f -- ' 1 



68. 


.1 * • i. 

■ : . . 

l«orsque des puissances 



à directions parallèles 
agissent sur un corps de 
forme invariable, si on 

‘ 1..: f! i: ;».] 



change d’une manière 

' ' i 

• ^ 


quelconque la direction 

.'r ' ■■■ ■ 



commune des poitsanres 
( qui sont néanmoins touT 



< 

jours appliquées aux mê- 
mes points du système] 
et même leurs valeurs 

i 

! 


35 - 

absolues-, pourvu qu’eU 

'■ 


Do centre des 

les conservent les mêmes 


*■' . 

forces. 

rapports entre elle» ,'il y 

■ ( . .'À A ' ) .4 i .Oui 1 


P 2 
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ij6 cours de mécanique, 

I 5 5 . Il est un cas ilc la th<?orie exposée dans les trois articles précédens, 
qui conduit à un théoicme fondamental dont on fait un usage continuel 
dans la mécanique ; c’est celui où l'on suppose que les puissances pa- 
rallèles sont proportionnelles aux masses des |X)ints matériels sur lesquels 
elles agissent': dans ce cas, observant que P ^zg' m ; P -zzz g ni , &c., 
on a, à cause àc F •. F' •. F" : &c. : : m' i m" : m"' : &c. , 
g'= g" — — &c. 



m' s* -H x*“ -4- Ac. 


m' -H m" -4- &c. 

% 

m* y* -4- 

J — 

m* -H m” ÿtc. 


m' m" -4- Ac, 

t — 

m' -4- m ’ -4- tic. 


^ I J 6. On voit qu’il y a un point sur la direction de la résultante, dont 
la position ne dépem^ en aucune manière ni de la direction commune 
des puissances , ni de ces puissances elles-mêmes, et est uniquement donnée 
par le rapport îles masses et les positions respectives des points matériels 
qui composent le système ou le corps. 

1^7. Le point fixe dont on vient de parler, s’appelle centre inertie; 

Euler a substitué ce nom à celui de centre de gravite' , parce que la 

position de ce point ne dépendant nullement de puissances qu’on peut 

supposer agir sur le corps, son nom ne doit en rappeler aucune. 

i 

' Ij8. Lorsque le corps est homogène, le centre d’inertie prend 
aussi le nom de centre ele jigure. 

Lorsque les coordonnées des difierens points d’un système 
sont rapportées à des axes qui passent; par le centre d’inertie de ce 
_méme système, les coordonnées du centre d'^ertie sont 11 u lies , et on a 

^ ; rt' x' —H ni' x“ — l- &c. = o 

m' / H— m" y" -J— &c. = o 

I »' -H m" i" -H- &c. o. 

\ * 

160. Il est aisé tnaintenant de trouver des formules pour déterminer 
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2.* PARTIE, I SECTION, STATIQUE 


l'l7 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

TMÊOR LM£S. 

P R 0 E L È M r S. 



aura un point fixe dans 
le corps par lequel la ré- 

lOq.. 

Trouver le point line 



sulunte passcratou jours 

par où passe la résultante 

accélératrices; , m", &c. 


quels que soient les chan- 

de plusieurs puissances 

sont les masses des points 
matériels dn système , solli- 
cités par les puissances P', 
P". &c. 


gemens qu on fasse , en 
s’astreignant aux condi- 
tions exigées. 

. . ^9- 

Lorsqu’un système ou 
corps de forme invariable 
est sollicite par des puis- 

parallèles qui agissent sur, 
un corps de forme inva- 
riable, lorsque ces puis- 
sances sont proportion- 
nelles aux masses des 
points matériels auxquels 
elles sont respectivement 
appliquées. 

► 


36. 

sances à directions paral- 
lèles et proportionnelles 
aux masses des points 
matériels sur lesquels 
elles agissent respective- 



Du centre d’i- 
nertie. 

ment P il y a un point 
sur la direction de la 

■ 

• 

i 

résultante donc la position 
est fixe dans le corps » 



37 * 

Du centre de 
figure. 

» " 

et ne dépend que de la 
figure de ce corps et des 
rapports des masses des 
points matériels qui* le 
composent* 

70. 




Si les plans coordon- 




nés auxquels %>n rap- 



•• 

porte ks positions de 
tous les points d’un 



i . ...i t • 

système , passent par le 
centre d'inertie de ct 



. 

système, on a 



> i.w . • ? 

m" r” -f-dcc. “ 0 
m'y-i- m‘ y -t-Slc. = 0 

, ; , 
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Il8 COURS DE MÉCANIQUE, * " ' 

la poshlon Jii centre d’inertie des corps continus. On a en général, 

• 1 des 

Distances du-centre d’inertie d’un 1 

, ( des XI. 

corps continu aux plans . ' 


i • • . . I 


des xy . 


M 

fy dM 

M 

flJM 


Al 


161. Les théorèmes 71 , 72 et 73 facilitent, dans beaucoup de 
circonstances, l’emploi de ces formules. 

162. Les formules pour trouver la position du centre d’inertie d’une 
courbe plane , sont 

« ( , 1 ,., V . . . \ A ei B sont les cons- 

Distancc à l’axe . 


des 7 • . . 
I des X , . 


- 1 /4 et i 

V fnntn< 


fjjs 


^ ) tantes qui complètent 
— I les intégrales. 


L’application de ces formules a un arc de cercle donne un résultat 
extrêmement simple ; la distance du centre du cercle au centre d inertie 
cherché , mesurée sur le rayon perpendiculaire à la corde de 1 arc , est 

, I ^ rayon x corde de Tare 
ega e a lon,;ueur de Etre ' i 

163. La position du centre d’inertie d’une surface plane, terminée 
par une courbe quelconque, est donnée en général par les formules, 

î [des 

U 57. . . J. J 

Distance a 1 axe ♦ . . / V . . 

I 1 , 

' I des X ... —Z 


Le trapèze , le triangle et le secteur de cercle offrent les applications 
les plus simples de ces formules. Si l’on trace un rayon qui partage le 
secteur en deux parties égales, et qu’à partir du centre on prenne sur 

ce rayon une longueur ^ ^ on aura le centre d inertie 

du secteur. j ' 

La distance corhptée de la même origine , au centre d’inertie du 

•7- (corde)’ 

segment, = . 


~e>iqiTrrîSI~ By i^ooglc^ 



P A R T < E ,I I/» S E CTI O N.-ST A T I QUE. 


NOTATION. 

I 

Aî = I 2 misse totale des | 
rorps. I 


DEFINITIONS. I TllÉORCMES. 


X U longueur de l’arc 
«Je courbe. 


Lorsqu’on a plusieurs 
corps de grandeur finie 
dont on veut trouver le 
centre d’inertie commun , 
et qu*on connaît 1a posi- 
tion de celui de chaque 
corps en particulier , on 
peut, dans cette recher- 
che, considérer tous ces 
. corps comme concentres 
chacun en un seul point 
placé à son centre d*t- 
ncriie. 

72 ■ 

*Si les centres d'inertie 
de plusieurs corps sont 
sur une même ligne droi- 
te , le centre d’inertie de 
tout leur système sera 
sur la même ligne. 

73 - 

Lorsqu'un corps ho- 
mogène est symétrique 
par rapport à un plan ou 
à un axe , son centre 
d’inertie est dans ce plan 
ou sur cet axe. 


, PROBLÈMES. 

105. 

Trouver les formules 
j^énéralcs qui servent à 
déterminer la position 
aIu centre d’inertie d'un 
corps, 

106. _ 

Trouver les formules 
pour la détermination 
de la positio^ du centre 
d’inertie d’une courbe 
plane. 

/. 07 . 

Appîîqncrces formules 
à la recherche de la po- 
sition du ccnite d’inertie 
d'un arc de cciclc. 

108. 

Trouver les formules! 
pour la détermination de 
la position do centre d’i- 
ncrtied’unesurface plane 
terminée par une courbe 
quelconque. > 

109. 

Appliquer les formules 
précédentes 

Au trapèze. 

Au triangle, 

Au segment de cercle, 

Au secteur de cercle. 
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120 COURS DE MÉCANIQUE,: 

1 6 ^. Le centre d’inertie d’une surface de nJvolution, est sur l’axe de 
rtfvoluiion à une distance de l’origine de cet axe , qu’on calcule par la 
formule 

f A 

~fj B ‘ 

On trouve aisément les centres d’inertie des surfaces du cône tronqué, 
du cône et du cylindre, qui sont connus lorsqu’on a ks positions des 
centres d’inertie des aires terminées par les lignes génératrices. 

Voyci , pour les portions de surface sphérique , les iliéorèmes 7 j 
et j 6 . ' 

165. Les solides conoïdcs , pyramidaux, symétriques , &c. par rap- 
port à un axe , ont leur centre d’inertie placé sur cet axe à une distancé 
de l’origine des x , égale à 

f(KxJx) ^ c \ C Q\. D sont les constantes qtii 
f kJx -k- D I doivent compléter l’intégrale. 

Cette formule convient au cas où les apothèmes sont des courbes quel- 
conques ; mais lorsque les apothèmes sont des lignes droites , ce qui. 
donne les cônes , pyramides , &c. ordinaires , la formule devient 

-y. C' 

\A x' -yx O * 

Lorsque l'origine est prise au sommet, on a C = o et £) = o, et 
l’expression devient ^ .v; mais lorsque le solide est tronqué, si l’on 
appelle a la distance du soiqmet à l’origine de x, la formule devien 

166. Les solides de révolution qui offrent un cas particulier des pré- 
cédens , ont leur centre d’inertie placé sur l’axe de révolution , à une dis- 
tance de l’origine de 'cet axe égale à , 

. f xjt' J X -f. c 

fy'dx D ' 

On trouve , en appliquant cette formule à une calotte sphérique et à 


Digitized by Google 


i.* PARTIE,!." SECTION. STATIQUE. 


I2TI 


NOTATION. 


K = une section ^uelcon- 
(jue parallèle à U base. 


= la surface de la base. 


â = la distance du sommet 
à Poriginc des x. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


74 - 

Les centres d*inertie des 
surfaces du cône tronque, 
du cône et du cylindre 
droits, sont à la mêmci 
distance de rortginc des x 
( Taxe des x est celui de 
révolution ) que les cen- 
tres d’inertie du trapèze, 
du triangle et du parallé- 
;ramme rectangle, gé-| 
nérateurs de ces surfaces. 

75 - 

Le centre d’incriic 
d*unc portion de la sur- 
face d’une sphère, ren 
fermé entre deux plans 
parallèles, est sur le mi 
lieu de la ligne droite qui 
joint les centres des deux 
cercles entre lesquels 
jeette portion de surface 
est, comprise. 

76. 

Le centre d'inertie de 
la surface d'une calotte 
sphérique est an milieu 
de la âèche de cette ca- 
lotte. 


PROBLEMES. 


1 10 . 

Trouver la position du 
centre d'inertie d’une 
surface de révolution. 


III. 

Trouver la position du 
centre d’inertie d’un so- 
lide conoïde , pyramidal, 
<9tc. , dont l’apothème 
est une courbe quelcon 
que. 

1 I a. 

Appliquer la solution 
précédente aux solides 
coniques et pyramidaux 
à apothèmes rectilignes 


IÎ3. 

Trouver la position 
du centre d’inertie d’un 
solide de révolution. 
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112 COURS DE MÉCANIQUE, 

segment ellipsoïdal, dont la base est perpendiculaire 

, |. 8 ,i — ) I '[ 

a 1 axe . x I 

I t «I — 4 JT I 

pour le secteur sphérique 3 I dislances 

b i . , . s ! sont compiées à nariir 

ticmi-sphere i a \ , , , 

* , ... ' /du sommet de la calotte 

pour le segment parabolique fx ■ • i i- 

.a b 1 1 < 1 sphenque, parabolique 

pour le solide engendré par la révo- ^ ^ ^ ^ \ hypesbolique. 

lutbn d’une hyperbole ' ~ *'' ) • 

Cette dernière distance est toujours moyenne entre les deux tiers et 
les trois quarts de l'abscisse. , 


167. On déduit de la théorie des centres d’inertie, des théorèmes 
extrêmement curieux , et qui sont d’un grand usage pour la mesure des 
surfaces et des solidités. Foyrj les théorèmes 77, 78 et 79, en observant 
que par la somme des surfaces et des solides engendrés , on entend la 
différence entre ceux dont les lignes ou les surfaces génératrices sont de 
part et d’autre de l’axe de révolution. 

On nomme méthode tenirobciritjuc , cette manière de mesurer les sur- 
faces et les solidités. 
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2.' PARTIE, 1." SECTION. STATIQUE. 13] 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a = rayon ou dcmi>axo. 


/ 

V' 

114.. 1 

Appliquer la formule 
précédente aux cas où le 
solide est . 

un secteur sphérique, 
un segment sphérique, 
un segment ellipsoïdal ,| 
un segment parabolique, 
un segment hyperbolique. 

• 


La mesure d*unc sur- 
face ou d’un solide de 
révolution , s'obtient en 

• 

• 



multipliant 1a couri>e ou 
la surface génératrice 
par l'arc de cercle que 
son centre d'inertie a 

•- 


j8. 

De la méthode 
centrobaiiguc. 

décrit autour de l'axe de 
révolution. 

78. 

La somme des surfaces 
ou des solides de révolu- 


• 


tion engendrés par plu- 
sieurs courbes ou surfa- 
ces génératrices situées 
dans un même plan » et 
tournant autour d’un axe 
commun , est égale à Ia 
somme des courbes ou 
surfaces génératrices mul- 
tipliée par l'arc de cercle 




qu'a décrit leur centre 
d'inertie commun. 

• 

% 


79 - 

Une jarface plane qui 
se meut perpendiculaire- 

• 

, 


ment à une courbe .i sim- 
ple ou double courbure , 




de manière que son centre 

Q * 
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l68. Les solutions de toutes les (|uestions que nous avons traitées 
juscjuM présent , et de toutes celles qu’on peut proposer sur l’équilibre d’un 
système de forme in\ ariable , ne sont que des conséquences de la for- 
mule générale suiv ante, donnée par le principe des vitesses virtuelles ; 

P,Jp, H- P„dp, -f- P,Jp,„ -4- &c. = O. 

On peut démontrer cette formule ou en partant des six équations d’équi- 
libre données art. 1 3 j , ou en partant du théorème de la composition de 
trois forces appliquées à un même point matériel. Dans ce dernier cas , 
on sait comment les six équations d’équilibre se déduisent de cette 
formule. 

J 

léc). Le polygone et la courbe funiculaire ont fourni les premiers 
exemples de l’application des principes de la statique à des systèmes de 
forme variable. Les côtés du polygone sont supposés inextensibles , par- 
faitement flexibles et toujours tendus. Ces conditions fournissent l’équa- 
tion suivante, qui convient à l’espèce de système dont il s’agit: 

. -t- (y' — ?r (t — zn = O. 

et qui exprime que les deux extrémités d’un même côté ( qui jveut être 
d'une longueur finie ou infiniment petite ) sont à une distance inva- 
riable l’iine de l’autre. , 

170. Ces préliminaires posés, on démontre aisément le théorème 8 i ; 
et en combinant les tensions des cordons avec les puissances qui agissent 
à leurs extrémités , on obtient le théorème 82. 

17 I. Lorsqu’on a démontré le principe des vitesses virtuelles dans 
le polygone funiculaire , en combinant ce principe avec les équations 


2.' PARTIE, I.'* SECTION. STATIQUE. I25 


NOTATION. 

définitions. 

THÉOKEMES. 

• 

PROBLÈMES. 



d’inertie soit toujours sur 
cette courbe » engendre 
un solide égal à la sur- 
face génératrice multi- 
pliée par la longueur de 

« 

• > 

• 


la ligne que le centre 
d'inertie a parcourue. 

■ ■ 



80. 


P., P„, &c. sont les puis- 


Le principe des vîtes- 


sânces appliquées au système. 

, . 

ses virtuelles a lieu dans 


Pfi P^t Ac. sont des Ion- 


l'équilibre' d'un système 

. . 

gueurs prises sur les dircc- 


de pointa matériels dont 

' r 

tiens de ces puissances et se 


les distances respectives 

- . 

irrminent à leurs points d'ap- 


sont invariables. 


plication. 


' : ; 


• 

39 - 

Du polygone et 
de la courbe fu- 

• 

115. 

Trouver Tequation qui 


niculaire. 

• 

exprime que la longueur 
d’un côté du poltgone ou 
celle d’un élément de la 
courbe funiculaire est 
invariable. 

XJ y*, yt i t Z >0"' 

fes coordonnées des deux 
points extrêmes d*un côté 
quelconque du polygone fu« 


.*• ' ... 


niculaire. 


81. 

« 




Un point quelconque 
d'un polygonefuDîcuIairc 



** 

en équilibre est sollicité 
de la même manière que 
si toutes les puissances 

] 16. 



appliquées aux angles de 

Déduire de l'équation 



ce .polygone agissaient 

donnée par k principe 
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126 COURS DE MÉCANIQUE, 

Je condition cjiii, expriment i’inextensihiülé de chaque côté , art. 
i 6ÿ , on obtient, d'une manière très-simple et très-élégante, toutes 
les équations qui donnent la solution des dilTérens cas que la question 
comporte.» * 

• D’abord , réquaiion du principe des vitesses virtuelles se met sous la 
forme 

^ A X* A X — f— &c. — — I — î ^ y* ■+“ &c. 2* J* •+• Z * J * *“♦“ &c. O. 

On a ensuite les équations de condition 

ilf = o ; — o; dh = o; &c. ; 

f, g , &c. s’expriment en fonctions des coordonnées de leurs points 
extrêmes ; savoir ; 

/* = {x" — x’)' (f — y’r -H (i’ ^ ir 

i.'* = A'" — x)' (f— y)' -H (f — zr 

&C. &ic. , 

d'où on déduit les valeurs de df.dg, &c. ; et employant la méthode 
de Lagrange , oti parvient aux équations ; 



TERMES 

DONNÉS 



PAR LES CO 

E F F 1 C 1 E N S 



de Ax' f 

Hx" , &c. ' 



• 



Lignes des âccens N.* i 

X- ' ' 

f 

=: o 


Lignes dos iccons N.° 2 

V. * é ; 

fl {x" — x" y 

i 


f 

g ~ 



&c. 


, r 

• 

4, (x!'> — ) 


Lignes des icccns N. fn — ly. 

A'— ' 



* 


r 


, 




LIgnts des accens N.” (n) 

Xc') ^ ‘ ' 

= 0 



V 


a 



127 



A", A' ,&c.;r, r,&c.; 
"Z.', 2." , ÔLC. sont les puis* 
sanccs p?j-allcUs « 

^ , appliqnccs aux sommets 
des angU'sdu polygone qui ont 
respectivement x' , x" , &c. ; 

j', j",&c.pour 
coordonnées. 

fj g r sont les lon- 

gueurs des côtes correspon- 
dans du polygone funiculaice. 

K/&C. sont (les coeffi- 
ciens indéterminés. 



TERMES 

DONNÉS 

P A 

R LES CO 

E F F I C I £ N S 


de d/ , 

d/ . &c. 

y 

* ry - y ; 

/ 


' 


V- 4- 

* (y - y ) 

, ^ (y~ _y; 


f 

, . 



|1 D».FINITIONS* 

THtORËMES. 

PROBLÈMES. 

T 

immédiatement sur le 
point dont il s'agit, pa- 
rallèlement à leurs direc* 

des vitesses virtuelles, 
toutes les équations qui 
s^c j^apportent au pro- 

: 

lions respectives. 

8i. 

Le principe des vitesses 
virtuelles a lieu dans 
Péqutlibrc d'un polygone 
funiculaire , et en général 

hicnic dii polygone funi-* 
culaire, les côtés étant; 
ou non dans le meme 
plan. j 


dans tout polygone où U 
distance entre les deux 

t 

1 s 

poinisqui se trouventaux 



extrémités d’un meme 



cote est inx'^riahle , les 

• 


angles formés par les 



côtés pouvant changer. 

1 

• 1 


128 COURS DE MÉCANIQUE, 

Ce tableau donne autant de lignes horizontales qu’il y a d’angles dans 
le système; et par son moyen, on en forme un second qui ne donne que 
la peine de l’écrire , i en prenant la somme des équations de chaque 
colonne ; z.° en prenant cette somme seulement à compter de la ligne des 
accens n.° 2; 3.” eii prenant la somme à compter de la ligne desaccensn.® 3: 
et ainsi de suite j ce qui donne 


1 

2 


1 X+ À»+&c. = o 

r + }'" + &c.=o 


;r'4- A-'+Ac-q- * — 0 

^ ''(y -y) ■ 








-0 




f • 


Art.. + 0 

v„, ^ -ii (y-> -y—'’) ^ 


V 

V 



Chaque ligne horizontale, à compter de la seconde , ne contient qu’une 
des indéterminées A , , &c. , et on peut éliminer cette indéterminée , 

1 entreJ’équatioii de la première colonne verticale et celle de la seconde ; 
a.® entre' celle de la première et celle de la troisième; ce qui donnera 

^ H- X- H- -H &c. = O 

r -f- y' -3- r* h_ &c. = o 

Zi' — t— Z —4— &c. O 

y«' _3_ &c.; — (X" H- X"' H- &c.; = O 


-+- Y<'> — 


(m — l) (ü — t) 

y —> 




Digitized by Google 


2.» PARTJE, I.'* SECTION. STATIQUE 



130 


COURS DE ’mÉC A N I QUE, 


(•) 



(T H- Z'" H- &c.; - ~ (X" -+- A’" -+- &c.; = O 


(,— t) 



» — Jt • 





X ■— X 


On déduit d’abord de ces équations , les valeurs des tangentes des angles 
que les côtés du polygone funiculaire font avec les axes coordonnés. 

Ensuite, combinant ces valeurs avec celles de/, g . &c. , et supposant 
que le point n.° i est donné de position , on trouve les coordonnées des 
points n."‘ i. 3 . &c. 


172. St un des points du système était fixe, le premier par 
exemple, on aurait <Jx' = o, <// = o, #/j' = o; les équations 
,Y'-+- A"-h&c. = o, r-+-r-4-&c. = o, Z'-hZ'-*-&c. = o 
n’auront pas lieu. Si le premier et le dernier points étaient fixes , on aurait 
de plus z=z o , z= o , = o , et il faudrait introduire 

cette condition dans les équations d’équilibre. 


173. Les termes Ad/, f*-Jg • &c. , introduits dans l’équation des 
vitesses virtuelles , peuvent être considérés comme les momens des forces 
qui agissent dans les directions des côtés f, g , &c. ; en sorte que les 
indéterminées A, /tt, &c. expriment les tensions des cordons qui com- 
posent chaque côté du polygone ; et ces tensions sont données immédia- 
tement par les équations qui composent le second tableau de l’article 
précédent. 


'I 
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2.® PARTIE, 1" SECTION. STATIQUE. 


NOTATION. 


m.lTNlTIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


117. 

£n supposant que les 
quantités et les direc- 
tions des puissances sont 
données , trouver , 

I." Lesanglesquecha- 
que côté du polygone fu- 
nicblatrc fait avec les 
axes coordonnés ; 

t’ . 2 .* Les coordonnées 

des diiferens points du 
• système. 

1 18. 

Introduire dans ieè é- 
quations d'équilibre du 
polygone funiculaire, U 
condition que le pre- 
mier point , ou le der- 
« nier, ou tous les deux, 
sont fixes. 

8j. 119. 

Les termes introduits Trouver les tensions 
par les équations de con- de chaque côté du poly- 
dhion dans la formule gone funiculaire, 
d’équilibre du polygone 
funiculaire, déduite du 
principe des vitesses vir- 
tuelles , expriment les .v* i- 
momens des tensions des 
cordons; et les indéier- . ^ - ; 

minées par lesquelles en " ' 

a multiplié les éqoa- *' « . ' . 

lions , sont les valeurs 
des tensions. ... 
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1 174 - On peut, soit au. moyen des équations données dans les articles 

précédons , soit en employant Immédiatement les théorèmes élémentaires 
sur la décomposition des forces, trouver les équations qui donnent la rela- 
tion entre les coordonnées du polygone funiculaire. Le problème n’offre pas 
plus de dilftculié lorsque les côtés du polygone ne sont pas dans le meme 
plan, que lorsqu’ils y sont, parce que la projection de ce polygone sur 
le plan xy , considérée comme un polygone funiculaire plan , aux angles 
duquel sont appliquées respectivement les forces A"', i'' ; X" , Y“ , &c., 
doit être en équilibre si le polygone projeté y est lui- même ; qu’il en est 
de même de la projection sur l'un des plans a j ou yj, et que les trois 
é(|iiations sont précisément de même forme , en sorte que l’une étant 
donnée , les autres le sont aussi. , 

Supposant donc tout simplement qu’on a un polygone funiculaire en 
'équilibre, où tous les côtés et les directiuats de toutes les forces sont dans 
le même plan', on aura l’équation 1 


I ■ ^ * 

P t fin. et 

I A i 


Ay j A ; 
Ail r' 


IV ( • / ^ * 

. =: r J lin. a coi. a 

I A /' A 


A/' 


A s 


Si on suppose que tous les côtés du polygone funiculaire sont égaux , ou 
‘ que Aï =: A/, l’équation précédente 1 deviendra 

!• V’rjA.v sin. a. — Ay cos. <t,j P Y [A.v*sin.<t' — Ay" cos. <t' } , 

et passant du polygone à la courbe , on obtient, toutes réductions faites, 
l’équation I ^ 


A [ Vr ( dx »m. at — cos. 1 


di ... 


P (il y sin. et H— dx cos.ixj = o , 


dans laquelle r est jle' rayon de courbure , et qui peut , si l’on veut , 
représenter une dcs| équations de projection de la tourbe funiculaire à 
double courbure. L . - . . j 


1 7 j . Les puissances étant supposées agir perpendiculairement ! 


à la courbe , on a ' sin. • et — 
1 

précédente devient 
H 
il 


Jx 
J s 


' ^ Jy I» r . 

cos. <t = — ; el 1 cquation 


J(pr) = O , ou;) = -d-. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

' THÉORÙMÊS. 

PROBLÈMES. 

às, ù*" «ont le» 


. 8+. 


longueurs des trois côtés 


Les équations des pro- 

l 

consécutifs du polygone fu* 

K- 

cotions du polygone et 


niculairc ; l’origine de ch>- 


de la courbe funiculaire 


ean de ces côtés étant à celle 


sur les plans* dei x^ et 


de ses extrémités qui est du 


des X J sont de même 


côte de l’origine des x. 


forme , en sorte que l’une 
étant donnée , l'autre 



1 _ . 

l’est aussi.'t - -- t. 


X et ^ sont les deux co> 


.ii - ’:l : ' 


ordonnées du sommet d'un 




des xngics du polygone, le- 
quel sommet est l'origine du 


J 

120. 

Coté AS de ce polygone. 





Trouver les équations, 

x" et_y" sont les coordon- 


* 

nées de l'cxtrcmité du côté 




As' du polygone. 

. ' 



P est la puissance appli- 
quée à rextrémité du côté 



1 .® Du polygone funi- 
culaire à côtés inégaux 

X ou à l'origine du côté 

■ III.' 

' î 'a i'I 

ou à côtés égaux ; 

As\ 




P' est la puissance appli- 
quée à l'extrémité du côté 




AS*. 


« ; 


a et et' sont les angles 
formés par les ciifcctions de 

...lu T./ ' 


:;:j ■ 

/"et P' , et par l’axe des». i 

I ' . i . . • 

1 

,i ij , . - 

2.* De la courbe fa- 

Si aux origines de Ax, 


...-•i.. ,'-t. 

niculairc en supposant 

as' et as”, on mène des 
perpendiculaires respective- 
ment sur chacun de ces côtés 


8j. 

ds constant. 

la distance entre Peatrémité 

■ t J t ■ ij. 

■ 'Dans le cas • où' i Ici 

l:;- 

de As çt rinterscction des 

- . » a 

puissai^ea , sollicita^llps 


deux premières pcrpcnJicu- 


agissent dans des direc- 


laircs sera =r, et la distance 


' dons normales à là'cour* 


entre l’extrémité de Js' et 

■ -- 

be’ AinicoUite , chacune 

s . ' ' 

l’intersection des deux se- 
condes perpendiculaires, sera 


de ces puissances est réc| 
proquement proportion- 

>. ^ • . 

. , M 

. -• .* \ t • ^ |i /Il 1 . 
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iy6. Dans le cas de la.pesanleiir , tous les clcmens Je la courfic 
étant sup|K>s<.'S également ■ pesans , l’équation de la courbe funiculaire 
devient • 


y =’ B log. 


Bx 


les X étatit comptés à partir du point le plus bas de la courbe sur la 
verticale qui passe par ce point. 

Un arc s de cette courbe a pour valeur , à partir de l’origine , 

J = V(^Bx H- x'). 

On peut prendre pour origine tout autre point de la courbe ; et 
comptant toujours les x à partir de ce point et sur la verticale qui y 
passe , on a 

K-. ^(K-xy - 


^ — " * b 1 A -H 1 

S = \fk'— xf — B\^ — V(K'-B'). 


Les constantes K et B se déterminent ou par la connaissance de deux 
points de la courbe indépendamment de celui de l’origine, ou par celle 
d’un seul point et de la longueur de la courbe , depuis l’origine jusqu’à 
ce point. 


1 77. Le second exemple de l’application des principes de la sta- 
tique à l’équilibre d’un système de forme variable , est celui où on 
considère un nombre infini de points matériels incompressibles , placés 
à la suite les uns des autres , dans une courbe telle que l'un quelconque 
de ces points sollicité par les puissances qui agissent immédiatemetit sur 
lui , et par la pression des deux points immédiatement voisins , soit en 
équilibre. 

Si l’on applique le principe de la composition des forces à la recherche 
de l’équation de celte courbe ", on trouve que cette équation est précisé-' 
ment la même donnée art. lyq. pour la courbe funiculaire; seulement, 
dans le cas actuel , les puissances ont une direction contraire à celle 
qu’on leur a supposée dans le cas de l’article cité. 

Il suit de là que le'principedes vitesses virtuelles a lieu dans l’équilibre 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THiORàMES. 

PROBLÈMES. 

• 1 

J • 

* . . * *’ ’ 1 

1 

• 

nelle au rayon de cour^ 
bure du point de la courbe 
où elle est appliquée. 

121. 

Trouver réqiiation de 
la courbe funiculaire unt-j 
formément grosse dans 
le cas de la pesanteur. i 

- 1 ’ t 

V 

122. 



. ; . 

Rectifier la courbe fu> 
nicuîaire uniformément 

t ’ • ' , ‘ ' * ' ; • ' 


• : jiîi ■. *. 

grosse dans le cas de' la 

•• 1 , , 

■. 'ïi 

1 • ' "..A*. , <* 

■: n -i :••••!. 

pesanteur. 

1 ■ 

. . V- r; > , ' 


. — .«J 

86. 

La courbe sur laquelle 

. '^3-, 

Trouver J'értuation de 



un^ nombre inbni de 

la courbe sur laquelle Un 



points matériels incom- 

nombre tofini de .points 

• 

. _ 

pressibles , sollicités par 
des puissances -quelcon- 

matériels incompressi- | 
blés, sollicité^ par desj 

r'j 1!;. ■ _n- 1 j:’ 


quïs et juxtaposes les 
Uns contre les autres, sont 

puissances quelconques et 
juxtaposés les uns contre- 


?■ ' . ' .*1 : 

en équilibre , est la même 

les autres , sont en équi- 


40. 

que la courbe funiculaire; 

libre. 


D’une voûte en 

les puissances sollicitan- 

* 


berceau et des par- 
ties qui la com- 
posent. ^ 

tes ayant, dans rnii et 
l'autre cas , des directions 
contraires. ^ . 

> 

.1. . ] , ' 


41. 

f 

Des joints de 
rupture d'une 

' 1 

i 

• 

• * ■ ’ 

Voûte en berceau. 

. . 

1 
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de plusieurs points matériels juxtaposes , puisqu’il a lieu dans celui du 

polygone et de la courbe funiculaire.' 


178. On peut faire quelques applications ÿiles de la théorie précé- 
dente , en se permettant Je considérer les points matériels en équilibre , 
comme des masses pesantes de grandeürs finies qui composeraient les 
voussoirs d’une voûte en berceau. 


Pour trouver la relation entre les deux parties de la voûte séparées 
par un joint quelconque , on a 

^ M tang. e = (M — xm) tang. a, 

M étant la partie de la voûte comprise entre les joittts de rupture , m la 
partie de la voûte comprise entre un des joints de rupture , et le joint 
quelconque qui fait un angle e avec la verticale ; a l’angle que fait un des 
joints de rupture avec la verticale. 

Différenciant l’équation précédente aux différences finies , on a, pour 
le rapport entre la masse Am d’un voussoir quelconque , et l’incrément 
A ('tang. t) qui est donné par l’angle que forment les deux joints de 
lits consécutifs qui terminent ce voussoir , 

j Am = M. 

Ensuite l’équation différentielle de la courbe de l’intrados est , en prenant 
l’origine des x et y au sommet , et comptant les x sur la verticale qui passe 
par ce sommet, 

• „ JZ. — ^ 

dx (M \m) tang. a * 

Enfin, pour- tracer la courbe de l'extrados, on calcule la longueur du 
joint de lit ou la distance de l’intrados à l’extrados , pour un point 
quelconque , au moyen de l’équation suivante 


k 


± V( 


M 


ling. a cos.* a 




ou on peut éliminer « au moyen de l’équation cos. t — 


d S * 


On peut , au moyen de ces équations , calculer , dans chaque cas , 
tout ce qui est nécessaire pour Kéquerre et \ épure d’une voûte com- 
posée de voussoirs pesans en équilibre , abstraction faite du frottement. 
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NOTATION. DèFlNlTIONS. I THÉORÈMES. I PROBLÈMES. 


‘ 124. 

Trouver les équations 
qui donnent, dans le cas 
de réquilibre , * 1 

’!/*] la relation entre 
lés masses des deuxpar>; 
tics d'une voûte en ber-j 
ceau , séparées par uni 
joint de lit quelconque r 


A = la longueur du joint 
de lit qui fait un angle 1 avec 
(a verticale. * 

r = le r^on de courbure 
pris sur la direction de k, 

Af ti N sont respective- 
ment les poids absolus la 
voûte entre les joints de rup- 
ture et d'un des pieds-droits; 
et l'on comprend dans ce pied* 
droit toute la portion de.voûie 
comprise entre les naissances 
et le point de rupture. 


, La i^Iition* entre 
la masse d'un voussoir 
quelconque , et l'angle 
■ formé par les joints de 
. |^( qui le terminent ; 

^5.* La courbe de l'in- 


4..^ La distance de l'in- 
trados à l^cxtrados, ou U 
longueur d'un .joîUt^ de 
lit quelconque. 
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138 COURS ;de mécanique, 

Ainsi , I dtant donnée la loi suivant laquelle varie le profil de la voûte, 
c’est-à»dire, l’expression variable de m ou de Aw , on trouvera la courbe 
de l'intrados, la longueur et l'inclinaison des joints de lit; 2.° étant 
donnée la courbe de i’intrados , on trouvera la masse de chaque voussoir, 
l’inclinaison et la longueur de ses joints de lit; 3.° étant donnée la loi’ 
de la longueur des joints de lit , on en déduira le profil des voussoirs 
et la courbe de l’intrados. 


Il est bon d’ajouter aux formules précédentes, celles qui se 
rapportent à la poussée de la voûte contre ses pieds-droits. 

• Les deux formules fondamentales qui renferment les conditions de 
l’équilibre entre la poussée de la voûte et la résistance du pied-droit , sont 


N = 
N — 
N = 


ih'k 

r 


t Jin. a 
! f 

a J cang. a 


m\ 

•) 


dans l’hypothcsc du renversement. 


| dans l'hypotlièse du glissement. 


Les quantités AI , p et /j dépendent des dimensions de la voûte , de 
sa forme , et des conditions auxquelles on peut être assujetti soit pour 
la hauteur des piedsrdroits , soit pour d’autres particularités, 
j II faut bien observter que les deux premières des trois équations précé- 
dentes expriment des conditions d’équilibre tout-à-fait indépendantes de 
celles exprimées par la troisième , conditions qui , en général , ne sont 
point remplies avec la même valeur de N ; c’est ce qui résulte de la 
théorie exposée art;, 1 3 7 et suivans. 

J’ajouterai que la première des deux formules d’équilibre, dans l’hypo- 
thèse du reaversement, se rapporte aux effets observés lors du décintrement 
des grandes arches ( celles particulièrement dont la courbe d’intrados est 
un arc de cercle d’un grand rayon ) ; lès joints s’ouvrent à l’intrados , 
vers la clef, et à l’extrados du côté des naissances, de part et d’autre d’un 
joint moyen qui conserve le parallélisme. (V^oyei Us (Euvres Je Perronet , 
pttg. do i et suiv, , édition in-^.°). La seconde de ces- formules est déduite 
de la théorie du -plan incliné ou du coin : c’est dans la science de la cons- 
truction qu’on apprendra les cas où il faut se Servir de l’une ou de l’autre. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

^TH^QRËM F^$r 

'1 PROBLÈMES. 

P = perp«rdicul»ire menée 


- 


de rextrémitc inférieure du 
parement intérieur do pied* 

. 'i ■ ; 

\ . 1 V, V < V 


droit lur la ligne qui, per* 

î 

.!# }\'j *Mf|- 

• •; • 

pendiculaire au joint de rop> 


/ . . . . { 

lure, paste par le milieu de 

• :> * t ■ ;i; • 

’ ; i.f ' ' .'î , 


ce joint. 

4^- 

* w ' :!*; '«p ,i 

. »î- .••• 

q = diilance entre l’extré- 

Des pieds droits 


Trouver les deux équa* 

mité du parement, intérieur 

d’une voûte en 

. 1 ^ ' 1 1.1 , 

tions fondamentale) qui 

du pied-droit , et la verticale 

berceau qtsi pren- 

l 

r •. N. e. ,..-N • *' 

expriment les conditions 

paasant par le' centre d'inertie 

nrnt le nom de 


de réquilibre entre fa 

de ce pied-droit. 

ealét , cl de pilti 


poussée d'une voûte eo 

f = puissance qOi m’oppose 

lorsqu’il s’agit 

, 

berceau et la résistance 

au glitsemcnt hotizooul du 

d un pont. 

.0 * ’e 

de set pieds-droits. 

pied-droit sur sa plate-forme. 




a = angle du joint de 
rupture et de la verticale. 

= la force accélératrice 
de la pesanteur. 

k et k' sont les distances ho- 
rizontales respectives de l'ex- 
trémité inférieure du pare- 
ment intérieur du pied-droit 
et de l’intrados du joint de 
rupture , aux verticales me- 
nées par les centres d’inertie 
do pied-droit et de la portion 
de voûte comprise entre la 


< 

l 

clef et le joint de rupture. 
b = la distance hornontale 




de l'extrémitc inférieure du 



• 

parement intérieur du pied- 

• 

• 


droit k la verticale menée par 
l'intrados du'joint di rupture. 


• 


n-.'i.'j;, . ; I 

1 .i.oij -, 

n î -..i .1 1 .Çi, 1 

A et A’^sont, respective- 

■>f!> n. -;. ,'j'i 

liii 'i 1.1 > !i- 

f! 

ment, lesdisunces verticales 

Jfj tt,t . Ni» ; 

'. s ri‘jj ,( r < 

■') i !-■ , • , 

de l’intrados duijoiatde fup- 


l 

î; i.lj j 

tore i la base du pied-drpit 
cti Textradoidc la 

.f 


i'ITJ’Mj (i! : '.'IJrrVj fl 

.'l!i 'i'J.'.; 

l 'iirii’i’i rUfLr.ni 

Jir 1 . jvii.irii 1. ; 


r à 1 1 .r'.ji'l vil ; ;l:ir 

•ivj| ï- I itil'j II :'l J. 

S 2 
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14-0 COURS DE MÉCANIQUE, 

- S E C O ND E' S E C T I O N. 

. ! ‘ 

I DYNAMKIUE. 

I 8o. La dynamique est la partie de la mécanique qui fait entrer le < 
temps en considération , et a pour objet, l’action des forces sur les corps . , 
solides , de laquelle il résulte un mouvement. • ... 

. I 8 I . La méthode la plus sûre et la pluS simple de traiter les questions ' 

'de mouvement, est de les ramener à des pfoblémes d’équilibre qui peuvent ^ ' 
toujours se mettre en équation ; on y parvient par le principe communé- 
’roent attribué k tfA/embert , exposé précédemment ( théorème i j ) pour > 
un cas particulier. Le théorème 87 offle l’énonçé le plus général dont • ; 

ce principe soit suscpptible. j : . . , • 



• I 1 'ilt .• • .'...1 


182. Il faut ensuite, pour faciliteij l’application de ’cé prîncIjÆ ^ | j 
distinguer dans le mouvement d’un systèine , deux choses qui sont indé-^ . _ J 
pendantes , et qui doivent être considéréies séparément 1 savoir , le mou- ' . 
vement du centre d’inertie , et celui des autres parties du système autour * 

du centre ; la détermination du premier n’a aucune difficulté ,"et ri'exige 
que l’emploi des formula de l’art. 1 1 6 qui se rapporteifit au mouvement * 
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I 

1 1 

'î n ; 

. ) î - O r. 


4^3- 

De U Dyni« 
mique. 


’# t J » » f ‘ I . 


/' . ri î.-'i!-/- 

oti i : 


87. 

Si des Closes qoclcon- 
ques de mouvement ten- 
dent à produire un chin- 
gement dins l’état de 
mouvement ou de repos 
d’un, système de points 
matériels , concevez le 
changement de mouve- 
ment que chaque point 
matériel éprouverait en 
vertu de l’action de ces 
causes , s’il était libre , 
comme décomposé en 
deux, dont l’un soit celui 
qui aura réellement lieu, 
en égard à la liaison de ce 
point au reste du systè, 
tème ; l’autre sera tel que 
s’il représentait en quan- 
tité et en direction la 
cause perturbatrice , l’état 
de mouvement ou de re- 
pos du système ne chan, 
gérait point;' 

i - 88.^ ’ 

Un système de forme 
invariable étant sollicité 
^par des puissances ^ di 
rectioni parallèles dont 
chacune est proportion 
nelle il la, masse de son 
point d’application ,.tons 
les points de ce système 
tendront i se mouvoir 


iz6. 

Trouver les équations 
[du motlvèment d’un 'sys- 
tème de forme invariable , 
lorsque la résultante des 
puissances qui le solli- 
Icitent' passe par- son 
centre d’inertiè. 
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d’un point ; maïs celle du second n’offre pas à beaucoup près la même 

/acilité. Voyfi les théorèmes 88, 89, 5)0 et pi. 


I 

i- 



f 


' 183. Le mouvement de rotation étant donc le seul pour lequel la 

théorie précédemment exposée est insuffisante , et son indépendance 
du mouvement de translation permettant de le considérer à part, nous 
'nous en occuperons presque uniquement dans cette section. Les expressions 
analytiques qu’on rencontre dans les différentes recherches auxquelles ce 
problème donne lieu , renferment toutes une quantité qu’on nomme 
moment d’inertie , qui est la somme des produits des molécules d’un corps 
par les carrés de leurs distances à un axe de position donnée ; voici les 
propositions et les formules principales qui s’y rapportent. 
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NOTATION. î DÉFINITIONS. THÉORÈMES. PROBLEMES. 


dans des directions pa- 
rallèles et avec des vi- 
tesses égales. 

89. 

La même propriété 
aura lieu dans tous les 
cas où la résultante des 
forces , appliquées au 
système ) passera par le 
centre d’inertie. 


90. 

Lorsque U résultante 
des puissances qui solli- 
citent un système de 
form e invariable, passe 
par son centre d’inertie, 
ce système se meut de 
la meme manière que si 


toute sa niasse était con-| 


centrée coud seul point, 
auquel chaque puissance 
sereit appliquée parallè- 
lement à sa direction. 


44. • 

Du moment 
d'inertie. 


Lorsque la résultante 
des forces appliquées à 
un système de forme 
invariable ne passe pat 
par son centre d’iner- 
tie , ce centre se meut 
de la même manière 
que si toutes les puis- 
sances loi étaient im- 
médiatement appliquées 
chacune parallèlement à 
sa direction , et le sys- 
tème tourne autour du 
centre d’inertie , de U 


117. 

Trouver les équations! 
du mouvement du centre | 
d’inertie d’un système de 
forme invariable, lorsque 
la résultante des^uissan- 
ces qui sollicitent ce 
système .ne passe pas 
par son centre d’inertte. 


meme maniéré que si ce 
centre était fiae.. 
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‘ Le moment d’inertie, toujours essentiellement positif, rapporté à l'axe 
des_.v, a pour valeur 

et rapporté à un axe parallèle, celui des x qui a les lignes- <3 et ^ pour 
coordonnées de l’un quelconque de ses points , sa vtjeur devient 

H- z'J\ — ifaSmy bSmz) -H (a' H- b')^m. 

Si l’axe des .v passe par le centre d’inertie, on a. S m y =z o et 
Smz = o, art. i 5 et cette exjxression devient 

S\”>(y' -+- zVl H- 

1 84. Les momens d’inertie par rapport aux trois axes coordonnés , 
sont respectivement 

• • • 

axe des A . . ,B C; axe des^ . . .A H- C; axe des j . . . /I -f- B ; 

Ayant ces trois momens, on connaîtra' «tlui rapporté à une ligne passant 
par l’origine, faisant un angle 6 avec le plan xy, et dont la projection sur 
ce plan xy fait un angle it avec l’axe des x, au moyen de la formule 

A /iin.* If -+- COJ.* If sin.* B ^cos.* n -h iin.* « sin/ ^ ^ C cos.* ^ ^ i D sin. n cos. if cos.*^ 

— 1 £ COL jf sin. 9 cos. 0 
* — s £ sin. ir sin. 9 cos. 9. 

Ce moment d'inertie connu , on peut , pat l’article précédent , l’évaluer 
par rapport à toul autre axe parallèle à celui qu’on vient de considérer ; 
on peut donc , lorsqu’on connaît le moment d’inertie par rapport aux trois 
axes coordonnés, l’évaluer par rapport à une ligne quelconque .donnée 
de position dans l’espace. 

185. La recherche de l’expression précédente suppose des trans- 
formations des coordonnées x,y, z ‘■‘t* coordonnées x,,y^, z, ayant 
toutes même origine, qui conduisent aux formules suivantes. 
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92. 

128. 



Le moment d’inertie 

Le , moment d'inertie 



d'un corps est toujours 

étant donné par rapport 



essentiellement positif. 

à un axe , trouver sa va* 

Sm = M 



leur par rapport S «un 
autre axe parallèle à 
celui-là. 


i 


129. 


I • 

1 


Appliquer la solution 


- 


précédente au cas où le 

r = / l'a* + i*; = 



premier axe passe par le 

Il distance entre les deux 



centre d inertie. 

lies. * 


9 J- 

130. ^ 



Le moment d'inertie , 

Donner la valeur des 



par rapport à chacun des 

momens d'inertie par 



axes coordonnés , est 

rapport à chacun des axes 



toujours plus petit que 

coordonnés. 

Sm * *. := A 


la somme des momens 

131. 

Connaissant le ihoment 

S m y* — B 
S m = C 

' 

par rapport aux deux 
autres axes. 

s (m xy) = ’D 
S (mx,x) ■=. E 
S(mxj) S= F 



d inertie pat rapport à 
chacun des axes coordon* 
nés, trouver ce moment 



par rapport à une ligne 
de direction quelconque 
qui passerait par l’ori- 






gine. 




132. 


• 

• 

Appliquer les solutions 
des problèmes 1 27 erj 
130 à la détertninationj 
du moment d’inertie par 

• 


■ . 

rapport à une ligne quel- 
conque donnée de po- 




sition dans l'cspacc. 


' 


MJ- 



• 

Une ligne qui passe 
par l’origine et qui a unej 
direction donnée étant! 



• 

prise pour l'axe der x, ,[ 


T 
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146 COURS DE MÉCANIQUE, 

Prenons la ligne qui , posant par l’origine , fait un angle 9 avec le 
plan xy , et dont la projection sur ce plan xy fait avec l’axe des .v un 
angle »i , pour l’axe des x^; 

Menons à cet axe des x,, dans le plan xy, une perpendiculaire que 
nous prendrons pour l’axe des y,; 

Lnfui, prenons |X)ur axe des la perj>endiculaire au plan .v, passant 
par l’origine; on aura pour le rapport des coordonnées primitives et 
traïuformées d’un même point du système , 

jf, = ^sin, h (y «ift- » -+- X coi. cb*. j — x cos. y cos. 4 jcoi. y 

y C05. « — X COI, iS 
y, = y C 04 . • — X lin. n — 

«n- > . t 

^ cos» { 1 ^- un. )» -+* X cos. nJ sio. 0 = ^ jiru y — (y cos. x cos. a J cos. y 

et pour les sommes S(mxjJ, S(mx,iJ S(my,iJ 

S(mx^J — .,4^ su», «cos. ir Cos, | >4- cos. | ^cos.‘ ■ — slti.* £ sin.ir sîn. 0-*- £ sin. ircot.0 

.4 COI.' ■— £sin.' i(/si&. $ coi. 0 — sZ>sin. « cos. ir sta. 0cos»0-^ (^£ cos. ir ^ £sm. n ^^cos.* 0 — sin.* 

S y cos. h sin. 0 — /) y — sin.* n) sin. 0 — ^£ sni. y — £ cos. %) cos. 0. • 


l86. Si l’on nomme 7 ’ l’expression donnée article 184, et qu’on 
y regarde 6 et »i comme variables , on aura 

(^) = — a coi.%.S(mx,y,) 


1 87 . L’expression donnée art. 184, fournit le moyen de résoudre 
un problème très- important , qui a pour objet la recherche de l’axe 
passant par l’origine des coordonnées , par rapport auquel la différentielle 
' du moment d’inertie est nulle. On trouve , en égalant à zéro les valeurs 
des différentielles précédentes , que la position de cet axe est donnée par 
les équations 



tang. 9 =r 


( A — B) sin. n cos. . — D 'roi.* . — sin.' ir^ 
f cos. a — L sin. h 



1 £* - D') F -I- fB - CJPE\ taig.’ » 

-s- I £i - »££*'-». 0*£ -t- fB - iÂ -¥-CJDF - fB - A} (B - £;£ |»ng.‘» 
I £• - . £*£ -*- O’ £ H- f"/! - >£ -I- C)D F - lA - BJ-A - CJF I ung . 
.jf E(F‘ — D‘) (A — X:) DF. 
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. J 


une perpendiculaire à 


-• 


cette ligne , menée par 
l'origine dans le plan xjt, 
étant prise pour Taxe des. 

et une perpendiculaire 
au plan x,y, menée à 

# 



l’origipe, étant prise peur 
l’axe des j,, trouver les 

At ^ tx y sont les angles 
formes» respectivement» par 

♦ 

• r 

valeurs de *, , j., *• î. 
fonctions de *, j. et ç. 

l’uc des X, et par ceux det 
y e« Z- 

/ 

• 

• 94- 

Lt différentielle du 
moment d'inertie par np~ 
port i Taxe des x, , prise 
eo faisant varier successi- 
vement B et 0 , a respecti- 
vement pour valeur 

— 2 cos. %S(mx,y,) et 

— 2 S'(mx, i,). 

9 ' 

■Î4- ' 

Trouver dans l’hypo- 
thèse du problème pré- 
cédent les valeurs de 

^(”'*,y,)t S (’”*, Z-) 
et S fonc- 

tions de A, B , C, D , 
E et F. 

IJS- 

Trouver la position 

• ' 



d’un axe passant par un 
point donné du système 
par rapport auquel la 
différentielle du moment 

* f 


' 

d'inertie est égale à zéro. 

. . J 

■ 



• 

Y ' 

T 2 
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148 COURS' DE MÉCANIQUE, 

On voit qu’il y a trois lignes qui satisfont à la queslion ; et coriline, 
par la nature du problème, l’équation doit avoir deux solutions réelles 
(l’une pour le masimum et l’autre pour le minimum absolu ) , les trois 
mcines sont nécessairement réelles , et les lignes dont elles donnent la 
position se nonimeni ases principaux. 

188. l^E plus, en nommant T l’expression donnée art. 184, dont 
la ditTérenciaiion a fourni les valeurs de G et « au moyen des équations 



on voit par l’article 186, qu’on doit avoir, par rapport à la ligne 
cherchée, considérée comme l’axe des x, 

S(mx,yJ == O, 

S(mx^Zt) = O. 

l8p. Les formules de l’article 187 exigent des calculs presque 
inqsraticables ; mais si l’on suppose que la position d’une des trois lignes 
cherchées est connue , il sera aisé d’en déduire la position des deux 
autres. La ligne connue de position étant l’axe des x,, et rapportant au 
plan x,y, , la position d’une des autres , on trouve 

cos. = O , tang. 2 9 ,= 

La première équation énonce que la ligne cherchée est dans le plan 

seconde, qu’il y a dans ce plan des 7,3,. 
'deux lignes à angle droit l’une sur l’autre, qui satisfont à la question , 
i’une faisant un angle 9 ,, et l’autre un angle ^ 9 , -H 5 circonf.'yl avec 
l’axe des 7,. 

Ce résultat nous présente une propriété très -remarquable des corps , 
énoncée dans le théorème ÿ 6 . 
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J 

4 S- 

De» axe» prin- 
cipaux. 

9)- 

U D axe principal, c'est- 
à-dire , par rapport auquel 
la dilTérentielle du mo- 
ment d'inertie est nulle , 
étant considéré comme 
l'axe des a , on a 

‘ j 


. :. ■; 

S ( tn » y ) srO/tt 

■ ï V î 

« 


s f m X ^ J = 0. 

■ 




136. 


. . 

*■ ' 

Connaissant la posi-j 

' 



tion d'un axe principal; 

• 

* 


qui passe par un point < 
donne , trouver celle des 
deux autres axes princi- 

Les lettres iccentuccs dé* 


■ ■ . ” • 

paux passant par le même 
point. 

,..fï 

figncnt, par rapport auif aie» 


■'» » ' «1 U. 

des a, Cl C' 1** quentil*» 




analogues à celles que les 




mêmes leures non accen- 




tuées dé*stgnent par rapport 
aux axes des et 




■ I 

•a 

A ^ 

w. 1... \ 


; 


96. 

^ On peut toujours faire 
passer par un point quel- 


• 


conque d*un corps , trois 
lignes à angle droit 
l'une sur l'autre , telles 

1 • 


» 

que 1a dilférentieile du 




moment d'inertie, par rap- 



. ■ 

port à chacune d'elUs^ 

, • ■ . ; t 


• 

est égale à zéro. 
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150 COURS DE Mécanique, 

1^0. Si l’on a F, ^ o et B, •=. C,, la valeur de 9 , deiient 
indctermince ; et toute ligne menée dans le plan y, i, , et passant par 
l’origine, est un axe principal. 



I 

. J 

I ^ I . Les axes des ,v > y et i- étant supposés des axes principaux , on 
a les trois équations du théorème p 8 , qui se déduisent tisément de celles 
du théorème py. 


■ Les axes principaux étant toujours supposés axes des coor- 

données , la valeur du moment d'inertie de l’article i 84 , par rapport à 
une lignc.de position donnée qui passerait par l’origine, se simplifie 
l>eaucoup , et devient 

A ( sin.‘»i -J- sin.* 9 cos.‘ « ) -+- B ( cos.* « -+- sin.* « sin.* 9 ) -t- C cos,‘ 9 . 


. Si , en nommant M la masse totale , on exprime de la manière suivante 
les momens d’inertie par rapport à chaque axe , 

Ma =z B C ; Mb' =. A + C; .Mc' — A B ; 

d’où 

I 

, a -+■ c ^ J / c » 

— ' et r ~ V / 

M 




Ji = i M/' -r a‘ -t- t'J I s = iMC-t' — i‘ ■+. c = — c‘J. 

la valeur du moment d'inertie deviendra 

M{a' cos.' 9 cos.* n ■ -4- i' cos.‘ 9 sin.* n c' sin.* êj, 
qu’on peut aussi énpncer par l’expression 

M(a'cos.'a, -4— b' cos.' (i —H c' cos.' y). 


» 


1^3. Si, en considérant toujours les axes principaux comme axes des 
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97 - 



• 

L’«»e dfs X ^wnt un 

• 



axe principal , ai on a 




s { m 1JI 0 ei 


1 


S ( my') = S(mi'J. 



1 

toute ligne passant par 




rortgtne et menée dans 




le plan des y ^ sera un 




axe principal.* 

, 


• 

98. 




Les »«s des *, _y et J 


• 


^unt des axes principaux, 




ovi \ S (m xy ) — O; 




s (m x'^) = 0; 




S (m yx) =. 0. 

> 37 - 

■ 



Les axes des cooidon- 




nées étant des axesprinci- 

* 



paui* trouver le moment 




d'inertie par rapport à 




une ligne de direction 




donnée^qei passe par To* 

- 


• 

rigine. , 


• 

• 

* 

• 
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1)2 COURSDE MÉCANIQUE, 

coordonnées , on suppose que les momens d’inertie par rapport à ces axes 
aient entre eux les relations suivantes , • 

Ma>Mb' : MU‘>Mc‘ 

ou B C > A H- C; A -H C > A B 

• 

ensuite , la dernière équation de l’article précédent , qui donne la valeur 
du moment d’inertie par rapport à une ligne de position quelconque passant 
par l’origine , est, en observant que cos.* a. cos.‘ (i -H cos.* y = i , 
.susceptible d’être mise sous les deux formes suivantes : 

Ma^ — M(a’’ — b')co;‘$ — — c' J cos.' y 

Mc' -+- M(ci' — c*; cos.* et. M(a' — b') cos.' fi; 
ce qui fait voir que le moment d’inertie par rapport à une ligne quel- 
conque passant par l’origine, est toujours plus petit que Ma , et plus 
grand que Mc' ; conséquence nécessaire de ce que la différentielle du 
moment d’inertiç par rapport aux axes principaux étant nulle , l’im de 
ces axes doit être un maximum et l’autre un minimum. 

Prenons la ligne par rapport à laquelle on vient d’évaluer 
le moment d’inertie j»ur l’axe des , et construisons les axes des y, et 
des 2 , comme à l’article i 8p ; nous aurons 

= J^\( a' — c') cos.' k (b' — c') cos.' ji ) cos. v 
S{mx,yJ = M (a' — . 

Plus ces quantités seront petites, et plus la ligne dont il s’agit approchera 
d’être un axe principal : elle le sera , lorsque ces quantités seront nulles. 

I P J. Ces quantités seront toujours nulles, lorsqu’on aura<j*= i*= c* , 
et le seront indépendamment de toute valeur de it , /3 et y '. dans ce cas , 
qui, comme on voit , est celui où les trois momens d’inertie Ma' , Mb' , 
Mc' sont égaux , toutes les lignes passant par l’origine seront des axes 
principaux par rapport auxquels la valeur commune du moment d’i- 
nertie Ma' cos.’ oc — t- Â1 b' cos.* (I H— yJ/c* cos.* y, sera Ma , à 
cause de cos.‘ et -h- cos.* /3 -H cos.* y \. 


d’où on déduit 
a' > b'; b'> c' 

A < B ; B < C; 
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99 ’ 

Le* trois axe* princi« 
patix étant pris pour aie* 
de* coordonnées 9 le mo- 
ment d’inertie par rap- 
port à une ligne quelcon- 
que f passant par Tort- 
gine , a toujours une va- 
leur intermédiaire encre 
le plus grand et le plus 
petit moment par rapport 
aux axes des coordon- 

■ 

1 


née*. 


■ 



1 ]8. 1 




Trouver , par rapport à 
un axe quelconque con-. 
sidéré comme axe des x,' 
les valeurs de S (mx^) 

- . 


lOO. 

Lorsque les trois mo- 

txS (m xy) en fonctions 
de quantités qui appar- 
tiennent aux momens d’i- 1 
nertie par rapport aux 
axes principaux passant 
par Torigine , avec les- 1 
quels Taxe dont il s’agit 
forme des angles « , iS et 


> 

mens d’inertie pir rip- 

y ; déterminer combien 


'I 

port i trois axes princi- 
paux qui se coupent en 
un meme point , sont 
égaux , les momens d’i- 
nertie par rapport à toutes 
les lignes passant par le 
point commun d'incer- 

ce même axe s’approche' 
d'éire un axe principal. | 

.V 



9 
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COURS DE MÉCANIQUE, 


• 5 + 


1 ^ 6 . Lorsque deux axes princîpaux, seulement auront leurs momens 
d’inertie égaux , on pourra , au moyen de la table suivante , recomtaîire 
ce ^qui en résulte : 


1 

• MOMENT D’INERTIE 

HYPOTHÈSE. 

en miroduisant l’hypothèse ci à côté, dans Ia formule 


générale Ala' co».‘ a -t- Al b' cos.’ ^ Mc' cos.’ y. 

Afa' — AU' 

Ala^ I — COfs- ^y) Aîc' CO»* 

Ma' — Atc' 

Aie' (l — cos. ’Æ; Al b' COI. ’/S 

Mb' — Mc' 

AI b' (\ — cos.i’a^ -t- Ma' cos. 


Si l’on fait respectivement , pour chaque cas, cos. y = o, cos. /3 = o 
et cos. a. o, on trouvera que lorsque deux momens d’inertie par rapport 
à deux axes principaux sont égaux , tous les momens d’inertie par rapport 
à des lignes menées dans le plan de ces axes et passant par leur inter- 
section , sont aussi égaux ; ce qui s’accorde avec le résultat de l’article 
précédent. ■> 

Le moment d’inertie par rapport à une ligne passant par un 
point quelconque du système, est toujours plus grand, art. t8j , que le 
moment d’inertie par rapport à une parallèle à cette ligne passant par 
le centte d’inerlie (la différence A/r‘ étant toujours positive) ; d'où il 
suit que le plus petit des momens d’inerlie de tout le système se rapporte 
à un des axes principaux passant par le centre d’inertre. 

1^8- On déduit sur-le-cliamp une première conséquence, de la 
théorie précédente relative à la rotation d’un système autour d’un axe 
principal ( qu’on suppose être l’axe des j ) passant par le centre d’inertie. 
On a pour les composantes des forces centrifuges 

,,,, ’ ( des -V. . .t<*. J'/wxJ 

parallèlement aux axes . . . < . . „ . , 

I s 
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section lurent la même 
valeur, et toutes cc$ ligne» 




seront des axes princt- 


• 

• 

paux. 

lOi. 




Lorsque les momens 


« 

- 

d'inertie par rapport à 
deux axes principaux , 
pris pour un meme point, 
sont égaux , tous les 
momens d’inertie par 
rapport à des lignes nic> 
nées dans le plan de ces 
axes et passant par leur 
point d'intersection , sont 




aussi 'égaux. 




11 résulte decethéorcme 




et du précédent, que les 




mxts principaux , pour 
un point donnée sont ou 
au nombre de trois , ou 

en nomitre loiûii. 

• 

• 

« ■ i 

• 


♦ 



. > 

• " J t 

' •'•<*. j 


- 

102 . 

■ i 



Le mmhnum minimorimi 

■ * ' i 



des momens d'fncrtie du 




»yatéme se rapporte à un 




des axes principaux pas- 

' < 



sant par le centre d’i> 
neriic. 

1 



# 


’■ 


103. 


« = la vitesse angulaire. 


Üo système ou corps 
tic forme invariable ciaiii 




supposé tourner avec one 
vitesse angulaire cons- 

■ 


« 

tante autour d’un axe 


~ / t 


pHnctpjl qui passe par 

V 2 
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156 . CO U’H S. DE MÉCANIQUE, 

Cl pour les momens de ces composantes, 

, ( des .V . . . . J " (my 1) 

par rapport aux axes , . . J . , ^ , 

* I des/. . 

» 

Mais par la double condition que le centre d’inertie est à l’origine , et 
que l’axe de rotation est un axe principal , toutes cesc(uantitii6 sont tiulles; 
d’où il suit que cet axe ne supporte aucun elFort de la part des forces 
centrifuges. 

1^^. Supposons maintenant que chaque point d’un système assujetti 
à tourner autour d’un axe fixe quelconque , est sollicité par une puissance 
dirigée dans un plan perpendiculaire à l’axe, on aura, jwur évaluer 
l’action de celte pui.vsance, 

dans le 'sens du rayon j <pmV ( t —) ; 

perpendiculairement au rayon y <pm. 

Ce sont les forces motrices qui auraient lieu , si le point dont il s’agit 
tournait seul autour de l’axe de rotation : la première est détruite par la 
résistance de cet axe , et la seconde produira un accroissement instantanée 

^de quantité de mouvement = 

i • 

f 200. Considérant ensuite tous les points matériels du .système 
'comme liés les uns aux autres , de manière que leurs distances resp>ectives 
soient invariables , et appliquant à cette condition le théorème général 87 , 
on a , ■ . 

J tC té f'r'm* -4- •+- Ar. 

# tit J f* ^ -H &c. ' 

c’est ce qu’on nomme la force acce'le'ratrke auguUiire. 

20 1. Lorsqu’un corps tourne autour d'un axe fixe avec une vhessc 
tjuelconque , chaque point de ce corps a une vitesse égale au produit de 
sa distance à l’axe de dotation par la vitesse angulaire ; ainsi , la vitesse 
angulaire , les masses de tous les points matériels et la forme du système 
étant donnés , on peut trouver une quantité de mouvement unique , égale 
à la somme des quantités de mouvement qui ont lieu , laquelle , appliquée 
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le centre d'inertie , cet 

l 

• 

• 

axe ne supporte aucun 
effort de la part des for- 
ces centrifuges ; et soit 
qu*il ait, ou non , des 

• 



points Bxes , le ce|jÉ|ik 
qu'on suppose n'etre IbT- 

* 



licite par aucune puis- 

' 39 - 

9 = puissance appliqucc 


sancc, tournera pendant 

Un système de forme 

à un point matériel quel* 


un temps indéfini autour 

invariable assujetti à 

conque du lystèmc ou force 


de cet axe avec la meme 

tourner autour d'un axe 

accélératrice qui serait ini* 


vitesse angulaire. 

fixe, étant sollicité par des 

primée au point s*il était 



puissances qui agissent 

libre. 



dans des plans perpendt- 

m = masse du point ma* 



culairts à cet axe , trou- 

(éricl. 



ver pour un point maté- 

r perpendiculaire me- 


. 

ricl quelconque les com- 

née de Taxe de rotation sur 



posantes dirigées , soit 

la direction de f. 



dans le sens du rayon 

= distance du point 

• 


du cercle que ce point 

iiutcrk'I à Taxe. 



peut décrire , soit per- 
^ndiculairemcnt à ce 


46. 

De la force accé* 
Icratrice angu- 


rayon de la force motrice 
qui serait im{^’imée à ce 

» = vitesse angulaire. 


point matériel s’il «tait 
libre. 

a» = arc décrit au bout 
du temps r» 

laire. 


s 



• 

' . 

140. 




Un système de forme! 



- * 

invariable tournant avec. 




une vitesse quelconque 
autour d'un axe fi.xc , 

î 



trouver à quelle distance 
de cet axe une quantité 

1 



de mouvemcot qui aurait' 


« 
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normalement snr un point d’une ligne passant par le centre d’inertie et 

fi'* /fl* I &c 

perpendiculaire à l’axe de rotation , à une distance — 7^ j — r 

* ‘ * a (m -t- m H- OLc.J 


de cet axe , et en sens contraire de la rotation , fera équilibre à toutes 
les quantités de mouvement qui ont lieu. ' * 


202. Le point qi^|p vient de déterminer, se nomme centre de per- 
cussion. Sa position «T tout- à- fait indépendante des puissances qui 
agissent sur le système et de sa vitesse angulaire : elle est uniquement 
donnée , comme celle du centre d’inertie , par les rapports et les positions 
Tespectives des masses des molécules qui composent ce système. 

203. Lorsqu’un corps pesant tourne autour d’un axe horizontal 
immobile , en partant d’une position donnée où sa vitesse initiale était 
zéro , le mouvement de chacun de ses points dirfere de celui que ce même 
point aurait s’il oscillait seul autour de l’axe immobile. En cflêt , la vitesse 
angulaire que la pesanteur tend à donner aux points les plus près de 
l’axe, est plus grande que ceil» qu’auraient les plits éloignés , art. i 24; 
et en vertu de la liaison de tous ces points , la première vitesse est ralentie 
et la seconde est augmentée. Il existe donc nécessairement un point 
intermédiaire dont la vitesse n’est ni ralentie ni augmentée : les oscillations 
de ce point , supposées libres , et celles du corps seraient synchrones , 
c’est-à-dire, s’exécuteraient dans le même temps. 

Le point dont il s’agit s’appelle centre d oscillation. Le corps oscillant 
prend le nom de pendule compose', lorsqu’il est soumis à la pesanteur. 

2oq.. La vitesse inifiale du pendule composé étant toujours supposée 
nulle, sa vitesse angulaire lorsqu’il aura décrit un angle fl, sera 

.= 9 — cos./;] / 

cl la longueur du pendule simple synchrone est 

-t- f 

e = . 

• «1 

• zoy Cette valeur de £ est égale à celle trouvée art. 201 pour 
la dislance de l’axe de rotation au centre de percussion : mais celte 



a 
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NOTATION. 


<2 = Il distance du centre; 
d'inertie i Taxe de rotation 


DEFINITIONS. 


47- 

Du centre de 
'percussion. 


La 

Idc 

que 

ses 


perçu 

des 


jssion ne vav|«wa>s 
rapports des mas 
des positions res* 
pectives des molécules 
du corps. 


« = distance de Taxe de 
suspension' au centre d'os-^ 
cillation. 

V = vitesse angnlalre. 
f — angle initiai formcj 
par la verticale menée de 
l'axe de' suspension ^ parj 
la ligne mtnee du raèmC axeji 
au centre d'inertie du corps 


0 = ançle formé au bout, 
du temps* f par'Ie's mêine's 
lignes» '■'* 


48- 

Dif synchro 
msme.‘ 

; 49* ' 

Dp centre d’o)' 

cillation d'un 
corps. 

' 50* 

Du pèndale 
.mtposéa ! . iiu. 

la : .5 î.l.i. 


THEOREMES. 


104.. 

poaicion do centre 
dépend 


et 


105. 


PROBLÈMES. 


pour mesure le produit 
de la vitesse absolue* du 
centre d’inertie par la 
masse totale du corps, 
ferait équilibre i toutes 
les quantités de mouve-, 
ment qut ont lieu dans' 
le système. 


141 

Un pendule compqsé 
OKÜUnt autour d’im axe 
6xe horizontal , trouver , 

I.* Sa vitesse angu- 
laire lorsqu’il a décrit un 
angle quelcouqna ; 

X-' La longueur du 
pendule simple qui fait 


Les problème» du cen- ses oscillations dans le 
kra d’osoillitiOA ' et dn [m£i|ie temps. 
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identitd^ tient à ce que nous avons considéré ici la question sous un 
point de vue particulier , en supposant que les puissances qui agissaient 
sur le corps , étaient proportionnelles chacune à la masse de la molécule 
sur laquelle elles agissaient et avaient des directions parallèles. En faisant 
d’autres hypothèses , nous n'eussions trouvé pour e ni la même valeur , 
ni même une valeur constante. En effet , si l’on met en équation le 
problème 142, qui présente l’énoncé le plus général de la question, 
on trouvera 


</•* » g.(%cot.i — bcoi.f).S(j>'m) 

rfe’ f[d<).S (^rm)] ’ 

S(<prm) étant une intégrale définie qui doit êtrp prise dans toute l’é-' 
tendue de lu masse M. Cette intégrale est une fonction de ^ , qui elle- 
même peut être une fonction de l’angle décrit 6 ; et dans le cas où 
cette dernière relation a lieu , l’équation finale est de la forme 


</i‘ 


d^icos. 0 bcoi.f) 


= O ; 


et c’est l’équation polaire de la courbe cherchée , qui donne la relation 
entre le rayon vecteur variable ( et l’angle décrit fl. Or , dans le cas 
des puissances parallèles et proportionnelles aux masses sur lesquelles 
elles agissent , qui est celui dont l’article précédent offre la solution , 
ce rayon vecteur a une valeur constante , et la courbe décrite est un 
cercle. 


206. Après avoir examiné les circonstances du mouvement autour 
d’un axe fixe de rotation , il faut s’occuper d’une question importante , tant 
par les applications immédiates qu’on peut en faire , que par les consé- 
quences qu’on déduit de sa solution pour les recherches relatives au 
mouvement de rotation autour d’un axe libre ; je veux parler des efforts 
que supporte un axe fixe autour duquel tourne un corps animé d’une 
vitesse et sollicité par des puissances quelconques. 

Ces efforts peuvent être rangés en deux classes générales ; la première 
comprend ceux qui sont dus à la seule vitesse angulaire , ou aux forces 
centrifuges qui en résultent ; la seconde comprend ceux dus à raction 
des puissances appliquées aux differens points du sysiê;me. 
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NOTATION. 


^ = lâ disunce initiale du 
point matériel pesant à Taxe ^ 
de suspension. | 

I = la disunce du même 
point au meme axe, au bout 
du temps t» 

» = la vt:csie angulaire 
commune du corps et du 
point matériel , au bout du 
temps r« 

y ^ la disunce angulaire 
inhtafe et commune dû point 
matériel et du centre d'iner* 
lie du corps , au plan vertical 
passant par Taxe de suspen- 
sion. 

i est ce que devient cette 
distance au bout du temps t , 
en sorte que f — 0 est l'angle 
parcouru pendant le temps r. 

S C^rm J =: la somme 
des moroens des forces mo- 
trices imprimées au corps par 
rapport à Taxe de suspension. 

S (^*m) — le moment 
d'inertie du corps par rapport 
à l'axe de suspension. 

^ la force accélératrice 
de la pesanteur. 
J\Ji.S(9rh)\ =: /{tj- 
f est le signe de fonction. 
gS (S' m) ^ a. 




DEFINITIONS. 


centre de percussion sont 
en généra] de nature dif-i 
férente . quoique don- 
nant le même résultat 
dans un cas particulier 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


142 . 

Un corps sollicité par 
des puissances quelcon-^ 
ques , étant assujetti à 
tourner autour d'un axe* 
horizontal et fixe, tracer^ 
une courbe dans le plan , 
vertical et perpendiculaire 
à l'axe de rotation , où se 
trouve le centre d’inertie 
de ce. corps , telle que si 
un point matériel pesant 
tombe librement le long 
de cette courbe , il se 
trouve toujours dans la 
ligne droite menée du 
centre d'inertie du corps, 
perpendiculairement à 
l'axe de rotation. Les 
vitesses initiales du point 
matériel et du centre d'i- 
nertie sont nulles. 


. X 
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Les efforts de la première espèce s’évaluent aisément par ce qui a été 
dit art. ip8 ; on connaît leur effet à l’origine et à une distance a de 
l’origine scfit dans la direction unique de leur résultante , soit dans deux 
directions qui fassent un angle droit entre elles. 

Pour évaluer les efforts de la seconde espèce , il faut d’abord faire 
un groupe des composantes parallèles à l’axe de rotation , dont l’effet sur 
cet axe se calcule par l'article po ; considérant ensuite les composantes 
dirigées dans des plans perp>civdiculaires à l’axe , on décomposera cha- 
cune des forces motrices imprimées dans ces plans , en deux , dont l’une 
soit celle’qui aura lieu , et l'autre celle qui sera détruite. D’après la liaison 
qui existe entre les parties du système , la première composante ne pro- 
duira aucune pression sur l’axe , et la seconde le pressera comme si elle 
lui était immédiatement appliquée ; c’est donc la somme de ces secondes 
composantes qui donne l’effort produit sur l’axe. L’expression de cette 
somme renfermant et les forces motrices imprimées aux différens points 
matériels, et celles qui auront eflêctivement lieu, toutes ces forces doivent 
être comprises dans la valeur de la pression totale de l’axe. . 

Rassemblant toutes les quantités données par l’énumération précédente , 
on aura pour les efforts supportés pur l’axe , qu’on suppose être celui des x. 

Dam le sciu de M direction X; 


a.* i l'origine 


dan» le »cns de J axc>. . •Ï'm- J | w [«V — A'j — — Pjfcot.ti ^ k* jy — KsjJ'l 

dan» le lem de Taxe . Z f /’xco».^ — ,Pjcos.« a j — Kx^J] ) =Z,; 


J O à une [ parallèlement k l’axe^. . . « . . . S\mfPs cou^— P^ co». at -+- >f * 

diitance x de < 

l*orig!n# I Jaïuïe pl*f» *l parallèlement k l'axe j S\mfPM co», y ~~ PiCK». n -t-iY x i~ KxjfJ ) rr 


207. Ainsj tous les efforts perpendiculaires à l’axe sont, en résultat , 

à l’origine -+- Z" J 

à une distance a de l’origine . . •V' (Y ^ -H- Z^), 

tlans des directions qui font respectivement avec le plan des xy, des nngles 
X X 

tlont les tangentes sont -r— et 
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NOTATION. 


/V, y Cl Z sont les sommes 
dirs composantes respeciivc* 
mène parailèKs aux axes des 
des^ et des 

I ^ la niasse d'une mo 
léculc quelconque du corps 
ou du système, 
tr = sa vitesse angulaire. 

X , ^ et ^ ses trois coor- 
données. 

Z’ = U puissance qui agit 
sur elle. 

tf , /S et y sont les angles! 
que la direction P fait res> 
pectivement avec les axes des 
M, des jr et des 
r = la plus courte dis- 
tance entre Taxe de rotation 
et la direction de P, 
j> = distance de m à Taxe 
de rotation. 

S ( P^TT^n.x.) 






DtFiNlTiONS. 


THEOREMES. 


I 06. 

Un corps de forme in- 
variable étant assujetti à 
tourner autour d'un axe 
fixe, si les forces motri- 
ces imprimées aux ditTé* 
rentes molécules de ce 
corps , dans des plans 
perpendiculaires k l'axe , 
sont chacune décompo- 
séesen deux, dont l’une 
soit celle qui aura lieu , 
et l'autre celle qui sera 
détruite ; d’après la liai- 
son qui existe entre les 
parties du corps , la pre- 
mière ne produira au- 
cune pression suf l'axe, 
et la seconde opérera sur 
lui la meme pression que 
si elle lui était immédia- 
tement appliquée. 


PROBLEMES. 


>4Î- 

Trouver la valeur de 
tous les efforts que sup- 
porte un axe immobile 
de rotation , tant dans 
le sens de sa longueur , 
que perpendiculairement 
à sa direction et k deux 
points déterminés pris 
sur cette direction , 
lorsqu'un système de 
forme invariable , solli- 
cité par des puiesancet 
et •animé d'une vitesse 
quelconques , tourne au- 
tour de cet axe. 

« 44 - 

Trouver les quantités 
i les directions des ré- 
Isuftantcs de ces efforts • 

X Z 
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208. Il faut observer dans l’art. 206, que les forces X, Y et Z ne 

font partie que des termes qui se rapportent à l’origine. Si l’axe passait par 
le centre d’inertie, tous les termes de la forme A.S(my) et B .S (mi) 
s’évanouiraient ; et si de plus cet axe était un axe principal , les termes de 
la forme C . S(mxy) et D . S(mxi) s’évanouiraient aussi ; et il ne reste- 
rait plus que les termes qui renferment P, c’est-à-dire qu’on aurait 

Y, z= Y — S \ -!^(x cos. ^ — y cos. ,l) j 

Z, = Z — J I (x cos. y — J cos. (l) I 

r = r - Y,; Z. = Z - Z,. 

209. Connaissant les efforts que supporte un axe immobile, qu'on 
suppose être celui des x. autour duquel tourne un corps , il n’est pas diffi- 
cile d’appliquer à ce corps , des puissances de l’action desquelles il ne 
résulte aucune pression sur l’axe, qui pourra ainsi, au premier instant de 
l’action de ces puissances, être regardé comme libre. La vitesse initiale 
étant nulle, on aw = o; et comme l’état de la question exige nécessaire- 
ment qu’il n’y ait pas de composantes parallèles à l’axe , on a nécessaire- 
ment cos. a. = b , sin. <t = i , cos. y z= sin. / 3 . 

Désignant ensuite par N,. N^, N' , N" les puissances ou forces motrices 
cherchées, c’est-à-dire, faisant 

N, = cos. fi); N, = Pm sin. fi) 

N' = S{—^Pm cos. fi); N" = S f~^Pm sin. fi) • 

.• t , — ^ * 

on substituera toutes ces quantités dans les expressions données art. 20<>, 
qui sont les valeurs générales des elforts supportés par l’axe ; et égalant 
ces valeurs à zéro, on aura 






A .t/x ^ K S (xym} 

a * 

Ces équations indiquent que toutes lès forces supposées appliquées à 
l’axe, ne font aucun effet sur cet axe; mais elles doivent produire une 
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NOTATIONS. 

DEFINITIONS. 

THEOQÈMES. 

PROBLEMES. 


• 


14,5. 

Appliquer la solution 
des deux problèmes pré- 
c édens , au cas où l'axe de 
rotation est un axe prin* 
cipal passant par le centre 
d'inertie. 

146. 

N, et deui pnisiances 



Un système de forme 
invariable étant assujetti! 
à tourner autour d'un axe 
libre, trouver, 1.* les 
puissances qu'H faut lui 

dirigées dans le plan des 
perpendiculairement aux axes 
des ^ et des / respectivemeni 
à des distances n, et de l'o- 

\ 


appliquer , j>onr qu’au 
premier instant de l’ac- 
tion de ces puissances 
( la vtiesse initiale étant 

rigine. 

TV' et TV deux paissances 
respectivement parallèles aux 
deux premières , dirigées 
dans ura plan parallèle à celui 
des/^^ à des distances /l' et n” 

\- 

t 

• 

nulle), l’ue ne sup- 
porte aucun eSbrt ; 

de Taxe des x. 


- 

- 

» 

1 

« 


- 



’ < 

0 


Digitized by Google 


l66 -COURS DE MÉCANIQUE, 

rotation initiale , et elles agissent à de certaines distances de l’axe : ce 

qui donne encore l’équation • 

J», S I ,<i — *) - 4 - S \ f a — x'jr m j n S (x \ m ) n“ S { xy m ) — a. S (f^ m). 

Le problème sera résolu , toutes les fois qu’on satisfera aux cinq équa- 
tions précédentes. On voit que ce problème est indéterminé , puisqu’il 
contient huit inconnues ; savoir , quatre puissances et quatre distances , 
dont trois par conséquent sont arbitraires. 

Si l’on suppose que l’axe des x, ou de rotation, passe par le centre 
d’inertie du corps, les équations précédentes se simplifient, et deviennent 

jyr — l”) . ^ — KSfx^rml . A .r (nm) _ A .f (xy m) 

(n ^ — mJ S(xim) -f- (n — "J Sfxym) = a S(fm). 

Mais pour faciliter encore davantage les calculs , on peut décomposer 
chaque puissance N,, N N'^ , AI" , en deux autres , qui lui soient pa- 
rallèles , et dont l’une passe par l’origine ; savoir : 


HLI|5«ANCCi 

dccompt’Sco. 

i/e COMPOSANTE. 

DISTANCE A l'ORICINE 

de U 1 .'* compoMDtc. 

».* COMPOSANTE 
appliquée à Torigine. 

N g en 

P. 

p. f 

0, 

N, 

p„ 

P. 

0,. 

N- 

P' • 

p' 

<2’ 

N" 

P- 

p" 

C’ 


et les équations précédentes seront remplacées par celles-ci; savoir: 


P. = <1- 
P. = (L.- 
/>' = C' 

>' = C" 


S{Prm) 
*.S{p‘m) 
S(Prm) , 
a.S (p* mf 

S (Prm) 


S(Prm) 

a , S mJ 


ü.S ( ÿ* m) 


■ S (tim) 


,S (xim) 


.S(xj/m) 

-*- G'/-t- Q" (r'—rJ g^. 


On tire de cette équation , 

“•(Q.r. QV7- J f?'") 

(P, —p'}^ i "J ér» —p"J "!/ -e «.a (j>‘ ' 


S(Prm) ^ 
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dans laquelle on pourra se donner arbitrairement toutes les inconnues qui 
entrent dans le second membre; savoir , Q^, Q' , Q'‘ , p,> p„> p' > p" ; 

au moyen de quoi la somme S(Prm) sera détermine'e , et les quatre 
équations préeddentes offriront les quatre inconnues P,, P,, P' , P" , 
toute^ ddgagtes et exprimées en quantités dont on a la valeur. 

2 I O. La somme S(Prm) du moment étant connue, la force accélératrice 

... ,, . . du S { Prm) 

angulaire naissante lest aussi, puisque, art. 200, ona — y-T “y • on 

sait , article cité, que est la vitesse angulaire. 

2 11. Les questions que nous venons de traiter , nous fournissent le 
moyen de résoudre d’une manière très-simple et très-élégante un premier 
problème sur la rotation autour d’un axe libre. Foycj son énoncé, n.° 1 47 , 
et le résultat de sa solution , théorème 1 07. * 


2 12. Nous pouvons maintenant traiter le cas où la puissance appliquée 
à un corps pris dans l’état de rejios , est donnée , et où l’on cherche la 
position de l’axe autour duquel se fera la rotation initiale. On supposera, 
comme cela est permis , que la direction de la puissance est perpendiculaire 
au pian xy, et passe par l’axe des x à une distance A de l’origine , et que le 
centre d’inertie est à l’origine des coordonnées , qui se trouve par conséquent , 
théorème ^ i , être un des points de l’axe de rotation cherché. Tout cela 
posé , on a 

£ eoj. » — f lin. ■ . 


tang. b = 
tang. >t = 


A -t- B 

£' — (A B) (B 


C) 


(A 


B) O-^- EF 

, „ . . I . • A " cos. 9 _ 

force accélératrice angulaire naissante — — = — —7— — ; — P. 

dt S ( m) 

Il faut observer que >1 a ici un signe différent de celui qu’on lui a donné 
art. I 84 et suiv. Voyei la notation ci à côté. 
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P =: puissance appliquée 
perpendiculairement au plan 

^ = la distante du point 
d application à Taxe des x. 


NOTATION. 


6 = angle de I*axe de ro- 
tation et du plan x^. 

I = angle de la pro)eciioft 
de [*axe de rotation sur le 
plan xy et de l'axe des x , 
l'axe de rotation étant sup- 
posé passer dans la région 
t positives et y néga- 
tives. 

A, B t C, D, E et ^ont 
la même signiHcation qu'à 
l'art. I 84. ' 

U puissance donnée 
dont la direction , perpendi- 
jculairc au plan xy , rencontre 
i'axe des x à une distance h 
de l'origine. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


107. 

Le ceittre d’inertie d'un 
I corps se trouvant à l'o- 
rigine des coordonnées , 
et donnant' au plan xy 
une position telle qu'on 
ait S (x^^m) = o , si 
l'on mène dans ce plan , 
à partir de l'originei une 
ligne droite faisant avec 
l’axe des x un*angle dont' 
’ S(P'm) 

|tt qu'on applique deux 
puissances égales dont la 
valeur esi Ibsoluntcnt ar- 
bitraire, dirigées en sens 
contraire et perpendicu 
laires au plan xy , l’une 
i l’origine , l’autre à un 
point quelconque de la 
ligne dont il s’agit, I 
rotation initiale du corps 
se fera amour de l’axe 
des X. La force accéléra- 
trice angulaire naissante 

aura pour valeur 


PROBLÈMES. 


2.* La force accélé- 
ratrice angulaire nais- 
rue. 

'+ 7 - 

Trouver deux forces 
dont l’une appliquée au 
centred’inenied'un corps 
de figure invariable erj 
l'autre à un point con 
venable , donnent à cv 
corps une rotation ini- 
tiale autour d'un axe 
libre donné de position ; 
et déterminer la force 
accélératrice angulaire 
naissante. 

148. 

Un corps je forme 
invariable et en repos 
jetant sollicité par une 
puissance quelconque, et 
supposant qu'une puis- 
sance égale et dirigée en 
jsens contraire, dans une 
parallèle à la direction 
jde 1a première, soit ap- 
IpHquéc au centre d'iner- 
tie, trouver l’axe autour 
duquel se fera la rotation 
initiale , et déterminer 
U vUeste angnUire nais- 


Y 
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215. Quelques considérations pourraient faire penser que Taxe de 
rotation doit être perpendiculaire au plan passant par le centre d’inertie 
et par la direction de la puissance , ou tout au moins se trouver dans le 
plan xy d’après la position que nous avons donnée à ce plan. Mais 
cette propriété n’appartient qu’à des cas particuliers, et lorsqu’une cer- ’ 
'taine équation de condition a lieu, équation qu’on trouve en faisant 6=0 ; 

ce qui , pour la valeur ci-dessus , donne tang. « = / une autre valeur 

, A ( -*■ CJcoi.» -H /'sin. » . ■ 1. 1 f II. 

de tang. fl = ^ fournie par 1 anaiysç du problème, 

donne tang. tt = — . • ^ — ; d’où on tire ultérieurement , en égalant 
les deux valeurs, 

ED ^ (B C)F = 0 , 

équation de condition chercftée. _ ' ^ 

i 214. L’axe dont nous venons de déterminer la position, a une pro- 
priété très-remarquable ; il est, de tous ceux autour desquels on pourrait, 
en les fixant et au moyen de la puissance donnée , faire tourner le corps, 
celui pour qui la somme des forces vives élémentaires ou naissantes est 
un minimum. On déduit de cette propriété , une solution du problème 
plus, simple que la précédente ; et voici les valeurs qu’elle fournit , en 
supposant que les axes des coordonnées sont des axes principaux : 
et observant qu’ici la direction de la puissance sollicitante ne peut être 
supposée ni couper l’axe des x , ni perpendiculaire au plan’jr. 

ft 

• t^ng. n — cos. J' 


* _ a‘ y (Y cos. / — JÏT sin. / ) 

tang. fl 2 a*co».' -V i* lin.’ / I 

(Ycoi.J^ — X %\n. J' ) a* cot. m 
/. f* lin. / 

force accélératrice angulaire naissante 


/Kcoi./ — Xim.J^) y lin. ir 
Z f* cos./ 


h Z Vfa* cos.^ / itn.' ) 

Al a* y COI. f • 


Nous verrons bientôt une autre solution, très- élégante, de ce problème. 


215. Après avoir considéré l’action d’une puissance sur un corps 
libre pris dans l’état de repos , il faut examiner les changemens produits 
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1 DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES* 


'J 


1+9. 

Dans l’hypothèse du 
problème précédent, dé- 
terminer les cas où l’axe 
de rotation se trouvera 




dans un plan perpendi- 
culaire k la direction de 
la puissance. 



108. 

• 

150. 

••et » ont It même valeur 


Une puissance étant 

Résoudre le problème 

et i'axe de rotation la même 


appliquée à un corps en 

en partant de la 

direction qu*à Part. 2 12. 


repos , l’axe passant par 

propriété énoncée dans 

f = angle de Taxe dei x 
CI de la ligne panant par l’o- 
rigine et par le point où la 


le centre d'tneriie autour 
duquel se fera la rotation 
initiale , est celui par rap- 
port auquel la somme des 

le théorème io8. 

direction de la puissance ren- 


forces vives élémentaires 


contre le plan xy. 


ou naissantes est un mi- 

. 

X, y et Z sont les corn- 


nimum* 


posantes de la paissance sol- 
licitante respectivement pa- 
rallèles aux axes des x, y 

• 


* 

"C- 


• 


W = la masse totalé. 




Les momens d'inertie par 


* 

1 

rapport aux axesdes 


î 


lont reipectivement a‘ r/tj 




4 * Af et c' M. 

• ” 

» •. 





15 t. 




Un cor^ libre , de 




forme invariable , qui, 

Y 2 

• 


. \ 


-gitized by Google . 


172 COURSDEMÉCANIQUE, 

dans ia position d’un axe libre de rotation , et dans la vitesse angulaire , 

lorsqu’un corps qui tourne autour de cet axe avec une vitesse finie , 

reçoit i’itnpulsion instantanée d’une puissance donnée en quantité et en 

direction. 

On connait , par l’état de la question , la position de l’axe actuel de 
rotation ; et par les formules des articles 212, 213 et 214., on peut déter- 
miner l’axe autour duquel la puissance ferait tourner le corps si elle le 
prenait dans l'état de repos. De plus , les deux axes se coupent au centre 
d’inertie ; on connait donc et l’angle qu’ils forment entre eux , et la posi- 
tion du plan dans lequel ils se trouvent. C’est dans ce même plan que se 
trouvera le jiouvel axe de rotation dont la direction fera, avec l’axe primi- 
tif, un angle qui a pour valeur 

^ Û J u\f\. S • 

et la variation de ia vitesse angulaire sera 
' 2 qdt cos. s. 

2 1 6- Mais les puissances appliquées à un corps qui tourne autour 
d’un axe libre , avec une vitesse finie , ne sont pas les seules causes 
qui dérangent la position de cet axe ; les forces centrifuges produites 
par la vitesse , peuvent seules en changer la position et la changent 
réellement , indépendamment de toute action extérieure , à moins , 
art. ip8 , que l’axe de rotation ne soit un axe principal. 

11 est donc nécessaire de connaître les efiêts produits par les seules 
forces centrifuges ; or , en réduisant leur action à celle de quatre puis- 
sances appliquées et ' perpendiculaires à l’axe actuel de rotation , dont 
deux perpendiculaires entre elles ont un point de leur direction au centre 
d’inertie, les deux autres , aussi perpendiculaires entre elles , agissent à une 
distance /du centre d’inertie , 011 trouve, en plaçant l'origine au centre 
d’inertie , et prenant les axes principaux pour axes des coordonnées, que 
CCS deux dernières puissances ont pour valeur , 

la première parallèle au pian xy . . . — io«. (' «n. »' coi. *' (m' — i') M; 
la seconde agissant dans un pian 

perpendiculaire au plan xy. . . , — 
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problèmes. 

d# = vacation angulaire 



tourne avec une vitesse 

de la poiiiion de l'axe de 



angulaire • finie autour 

rouiion dans le plan qui passe 



d'un axe passant par son 

pu let axes de roiatioa ac- 



centre d’inertie , étant , 

tuclle tt viriuelle. 



à un instant déterminé. 

a = angle formé par lei 

- 


sollicité par une force 

deux axes de rotation actuelle 



donnée, qui, si le corps 

et virtuelle. 



était en repos , le ferait 

iq = force accélératrice 



tourner autour d'un autre 

angulaire virtuelle par rap- 



axe 'passant aussi par le 

port à l'axe autour duquel 



centre d'inertie, trouver 

la puissance commencerait à 


• 

le changement momen- 

l'aire tourner le corps s’il était 



unée qui se produit dans 

en repos. 



la position du premier 




axe et dans le mouve* 




ment de rotation. 



« 

15a. 




Un corps tournant avec 




une vitesse angulaire 

' 



finie autour d’un axe 



. 

libre dont la position 




est donnée par rapport 




aux axes principaux qui 




SC coupeot au centre d'i- 

0' = angle de l'axe de ro- 



nertie , déterminer les 

tation actuel et du plan *y. 



forces qui, en vertu de 

>' — angle de l'axe des x 



cette seule vitesse angu* 

et de la projection sur le plan 



laire , tendent à changer 

de l'axe actuel de rotation 



la position de l’axe actuel 

qui est dirigée dans la regidb 



de rotation. 

des ^ et J posiiivei. 




yi/= la masse du corps. 

• ' 

• 


a'-M. b' M n c' M sont 

• 



les momens d'inertie autour 




des axes des » , dcs_)> et des 

. - 

* \ * ■ 

. 
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2 ly. Ces Jeux forces connues, pour connaître autour Je quel axe 
elles feraient tourner le corps si elles le prenaient Jans l’état de repos , 
on appliquera à leur résultante les formules de l’art. 214, déduites de la 
propriété que la somme des forces vives naissantes , autour de cet axe , 
doit être un minimum ; et comme cette résultante est dirigée perpendi- 
culairement et appliquée à une ligne (l’axe actuel de rotation) passant 
par l’origine , et dont la position est donnée par les angles 6 ' et n' , il 
faut introduire ces angles dans les formules afin d’avoir les positions 
respectives des axes actuel et virtuel. On trouve en conséquence , les 
axes des coordonnées étant les mêmes que dans l’article précédent , 

4* Al* c‘J CO*, b' 

tang. . = — . 


tang. 9 — 


lin. «' COI. 8' lin. n /'«j* ^ yj 


f* (^ii* — c* ) sin. 8' * 

et la vitesse angulaire naissante qui aurait lieu autour de l’axe dont 011 
vient de déterminer la position 

</¥ »* (a* — k* } im. n* co*. cos.* g' 

dt (* «n.8 


On ne donne ici qu’une valeur des quantités >1 , 6 et 


Jt 


mais 


l’analyse du problème en fournit plusieurs autres, qui ont des formes 
plus ou moins simples et commodes pour le calcul. 

Si on substitue aux angles 6' et rf les angles aJ , / 3 ' et 7/ formés par 
la même ligne, respectivement avec les axes des x,y, et et qu’on fasse 
n = 4* l'a' — SV — 

on aura • 

a* fa' — c' ) COI, a* 

tang.n = 


sin. 


cos. «' 

n 


g a' S‘ (a* — S* ) COI, a' cos. g' • 

~ f' COI. y «'[a* (a' — c‘J' COI.* a' -t- S* ( — e'J cos.* A] 

■r» »' a 

dt — ’ 

et en substituant aux angles n et 6 les angles <t, y8, y avec les axes 
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9 Tanglc formé par le 
plan xy et par Taxe autour 
duquel des puissances cqut- 
aicmes aux forces centri* 
fuges feront tourner le corps 
dans le premier instant de 
leur action, U vîtess^nitiale 
éunt nulle. 

N = l'angle formé par 
'axe des x et par la projec- 
tion sur le plan xy de l’axe 
^ci-dessus mentionné. 

a g b txc ont la même si- 
Ignification qu'à l'art. 2 1 6 . 


NOTATION. 




OUFINITIONS. 


i.JI. î. 
, l ’ 


THÉOR ÉMES. 


« 


. 1 
•t I i. 




■VA :'i l:,,' 


PROBLàMES. 


M3- 

Éunt données par la so- 
lution du problème pré- 
cédent, les résultantes des 
cdorts produits sur l'axe 
actuel de rotation par les 
forces centrifuges, trou- 
ver autour de quel axe 
des puissances représen- 
tées par ces efforts, com- 
menceraient i faire tour- 
ner le système, 'si elles 
agisuient sur lui avant 
qu'il eût aucun mou- 
vement. ' 

Trouvèè en outre la 
forse, accélératrice an^ 
gulaire naissante qui au- 
rait lieu dans cette hypo- 
thèse. . ■ • 


•1 ' ! 
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des X , y et J, on a . 


C05. et 


n 

•- «T* f * fa* — c*} co$. «' C 05 . y* 

a 

a* i* fa* — i*J COI. (t' COI. /âf 
_ _ 

J ¥ — ir /'d* — e*J COI. «' COI. yf 

à t ' COI. jS 


cos. /3 = 


cos. V = 


i 1 8. La connaissance de l’e^jjj^ue des puissances équivalentes aux 
forces centrifuges produiraient sur un corps en repos , fournit le moyen 
de déterminer l’effet qu’elles produisent effectivement tant sur la po- 
sition de l’axe de rotation, que sur la vitesse angulaire. Imagitiant une 
sphère dont le centre d’inertie, qui est en même temps l’origine des 
coordonnées , soit le centre , et faisant passer un grand cercle par l’axe 
des I et l’axe de rotation actuel , le grand cercle dans lequel se trouvera 
l’axe de rotation varié , fera avec le premier un angle dont la tangente 
sera’ 

^ c' c(». }■' f a‘ — r'/ co».*«' -H i' (i' — c‘) cov* ô' ) 

t • • • (a‘ — 1‘) co%. coi.& — (it‘ — (‘) — c‘) c.(u.‘ t' \ ' 

la variation de l’angle formé par l’axe des x et par la projection de l’axe 
de rotation actuelle sur le plan xy , sera 


vth 


cos. y 


«V"' — t'Jcoi.'a' + i‘ (t‘ — c' ) toi.’ \ \ 


n.° 2 . . . , , 

1 a b im. y 

là variation de l’angle formé par l’axe de rotation actuelle et par le 
plan xy , sera 

n.® î . . . — vzr-r • : — ^ - €*)co%,*y\ : 

f la 6 c Jin. y' 

et la variaiion de la, vitesse angulaire sera 

n. 4... — ^ — — ÿ'îv 

' 219. Quels que soient maintenant l’espèce et le nombre *des 
puissances qui sollfeitent un corps en mouvement autour d’un axe libre , 
on a pour chacune de ces puissances en particulier , quantité correspon- 
dante à celle I de l’article précédent, 

lin. fm -d- If' ; ^ 

liu. y' ung. S — COI. y' c^s. (n n) * 


I 
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PROBLÈMES. 


et >' lont Ici >nglei 
rurniés par l'ixc de roulion 
iciuelle et pir lei aies des x, 
y « ç. 


154.. 

Un corps qui n'esi 
soumis à i'aclion d’au- 
cune puissance, tournant 
avec une vitesse angu- 
laire finie autour d’un 
axe libre quelconque qui 
passe par son centre d’i- 
oertie , et qui n’est point 
un axe principal , trou- 
ver la variation qui ré- 
sulte des forces centri- 
fuges , tant dans la po- 
sition de l’axe de rota- 
tion que dans la vitesse 
angulaire. 


Les quantités angulaires 
accentuées se rapportent à 


Un corps étant en 
mouvement autour d’un 
axe libre quelconque , 
trouver les variations 
produites tant dans la 
position de l’axe de ro- 

z 
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variation correspondante à celle «.* 2 de l’article précédent , 

sin./n irV ^‘'*1 

V * * siii. >' ^ 

variation correspondante à celle n.° j , 

j sin. y sin. ô — cos. y cos. 9 cos. ( « —H «y ] 5 

variation correspondante à celle n.° 

xqdt 5 sin. v' cos. 0 cos. (y\ -f- -d ) H— cos. y sin. 6 ]. 
Substituant dans ces expressions les valeurs de 6' et de r! qui sont données 
dès qu’on connaît la position de l’axe autour duquel se ferait la rotation 
initiale, si la puissance attaquait le corps dans l’état de repos, on aura 
les variations en quantités toutes connues ; on fera les sommes des varia- 
tions de même espèce ( celles de différentes espèces étant indépendantes ) , 
et on aura les variations totales. 


2 20. Les formules données depuis l'article 183 , renferment tout ce 
' qui est nécessaire pour déduire de la connaissance des puissaiytes qui 

agissent sur un sj sième ‘libre , les diverses circonstances de son mouve- 
ment , et réciproquement; celles qu’on pourrait y ajouter pour calculer les ^ 
changemens instantanées de situation d’un corps , résultant des changemens 
de position de l’axe libre de rotation et de la variation de la vitesse angu- 
[' laire, sont une affaire de pure géométrie; en sorte qu’au moyen de la 

■ théorie précédente , la solution de différens cas du problème générai du 

[ mouvement d’un corps ne dépend plus que de la géométrie et du calcul 

f intégral. Cependant la marche que nous avons suivie , n'est .pas celle 

? qui conduit le plus directement au but ; et Euler , après avoir , dans 

sa Mécanique des corps durs , atialysé avec beaucoup de détail les 
questions que nous venons de traiter , et plusieurs autres qui y sont 
' relatives, reprend le problème en entier, dans son quinzième livre, où 

il expose , avec une clarté , une élégance et une généralité qui ne 
laissent rien à désirer , toute la doctrine du mouvement d’un corps 
sollicité par des puissances quelconques. Je donnerai bientôt le résultat ^ 

, de la théorie consignée dans ce quinzième livre , qui est vraiment un chef- 

d’œuvre d’analyse mécanique; mais à l’exemple d’£'u/rr qui lui-même n’a 
envisagé le problème sous le point de vue le plus général , qu’après avoir 
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âxe de rotation actuel , 
et les memes quantités non 
accentuées se rapportent 
*axe autour duquel la puis- 
sance qu'on considère , com- 
mencerait à faire tourner le 
orps si elle lut était appli- 
quée dans l'état de repos ; 

tout en conservant les 
igniBcations données à a, 
y, i et 6 dans les articles 
précédens. 


NOTATION. 


oë finitions. 


THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


tation , que dans la vi- 
tesse angulaire en verte 
de toutes les causes , di 
quelque espèce qu'elles 
soient, qni peuvent pro- 
duire ces variations. 
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traité séparément et , pour ainsi dire, épuisé toutes les questions parti- 
culières qui y conduisent , j’ai cru devoir commencer par ces questions 
particulières qui présentent tout ce qui est relatif aux efibrts que supporte 
un axe quelconque , aux conditions nécessaires pour qu’il n’en supporte 
aucun', aux changemens produits dans la position d’un axe libre de rotation 
et dans la vitesse angulaire, par toutes les causes qui peuvent influer sur le 
mouvement, &c. Les solutions de ces questions particulières sont faciles à 
concevoir , sur-tout pour les jeunes gens qui ont fait des études de stéréo- 
tomie ; et elles n’ont d’embarrassant que la longueur des calculs. Le pro- 
blème général ne présente ensuite aucune difficulté; je vais en donner 
deux solutions , dont la première a l’avantage de ne pas exiger qu’on 
connaisse d’avance la théorie des axes principaux. On trouvera à la fin 
de l’Hydrostatique , une application importante qu’on en a faite ,aux 
oscillations des corps flottans. 

22 1. Quels que soient le mouvement actuel d’un corps et les 
puissances qui le sollicitent , les sommes des forces motrices qui ont 
eflectivement lieu , sont, en rapportant l’origine des coordoimées x', 
y et à un point fixe, 

S m). 

Or , les sommes des forces motrices imprimées parallèlement aux mêmes 
axes étant X, Y et Z/ si , d’après le théorème 87 , on décomposé chaque 
force motrice imprimée à chaque molécule, en deux, dont l’une soit celle 
qui aura effectivement lieu , on trouvera que les six équations d’équi- 
libre de l’article i 3 6 doivent s’appliquer aux forces 

ce qui donne 

X-S(^m)z=o-.Y- S(^m)=o,Z-S(^m)=zo 
(Yt) — (Zy) = — Sf^ymJ 

(Xi) — (Z^) S(^ imj — S(^ x'm) 

(Xyj - (Y.'J = S(^ imJ _ S(^::’nO- 





2.® PARTIE, I/' SECTION. DYNAMIQUE. l8l 


NOTATION. DEFINITIONS. THEOREMES. «PROBLEMES. 


X*, y et coordonnée» 
rapporiées à un point fixe 
qui déterminent au bout du 
temps t U positiun d’une 
molécule quelconque m du 
corps. 

Les expressions de la forme 

(X<) ^ 

cliquent les sommes des mo> 
mens par rapport aux axes 
dci des 

et prises dans la mJnie 
acception qu’A l'art. 14.9. 

et J sont les coordon-' 
nées du centre d’inertie, rap- 
portées au même point fiae 
que x' ,y et j'. 

sont les coor- 
données d'un point quelcon- 
que , rapportées aux axes pas- 
sant par le centre d’inertie. 

P = le poids absolu de 
la molécule m à la surface de 
la terre. 

/* = le poids absolu de 
la masse entière M, 

g ^ la force accélératrice 
de la peaastcur. 


I5«. 

Un corps qui a nn 
mouvement actuel étant 
sollicité par des puissan- 
ces quelconques, trou- 
ver les équations dîHe- 
rentiellcs du tnouvement, 
en rapportant l’origine 
des coordonnées i un 
point fixe. 
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Les -intégrales doivent être prises dans toute l’étendue du système. 




222. Faisons passe’r par le centre d’inertie, des axes, mobiles avec le 
corps , mais constamment parallèles aux axes fixes auxquels se rapportent 
les équations ci-dessus, on aura 

x' = -V -H .V,, / = y -+- = 2 -t- Z,; 

ensuite x, y et qui se rapportent à un poin^ unique du système , seront 
constantes relativement au signe S qui ne porte que sur les quantités 
variant d’un point à l’autre. Ces considérations , jointes aux propriétés du 
centre d'inertie , exposées art. i 5 p , donnent les équations suivantes , qui 
remplacent celles de l’art. 221; 


JT — 




M=o, y— 




Mz=o,Z — 


Ss. 


M z= 


(YlJ - (ZyJ = 


(XzJ - (Z.,) = S(^ 

ayj - (y K) = 

Les trois dernières peuvent se mettre sous la forme 

(Yi.) - (ZyJ = 

^XzJ — {ZxJ = 

(XyJ — (YiJ 


On peut à M 

P 

et m uibsthucr — 

g 

1 et —, 


223. Ces équations ont l’avantage important d'offrir séparément ce 
qui est relatif au mouvement du centre d’inertie , et ce qui concerne le 
mouvement de rotation autour de ce centre. On voit par les trois pi#- 
mières , que le centre d’inertie se meut de la même manière que si toute 
la masse du corps y était concentrée et que toutes les puissances y fussent 
appliquées parallèlement à leurs directions ; par les trois dernières , que 
la rotation autour du centre d’inertie a lieu comme si ce centre était fixe. 

224. Il peut être et il est même souvent nécessaire d’introduire 
dans les équations du mouvement , les angles décrits par le corps autour . 
du centre d’inertie nous allons , en conséquence , donner des formules 
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109. 

L*indépcndance du 
mouvement de transla< 
tion du centre d*incrtie 
jet de eeWi de rotation 
autour de ce centre , é 
noncéc dans le théo- 
rème 9 1 I >c déduit 
immédiatement dea 
[uations générales du 
mouvement, données par 
la solution du problème 
156, 


PROBLEMES. 


< 57 - 

Résoudre le meme pro- 
[blcmc en rapportant l’o- 
rigine des coordonnées 
trois axes passant par 
|lc centre d’inertie, et par 
conséquent mobiles avec 
le corps, mais constam- 
|ment parallèles à trois 
lignes de position fixe ; 
ces dernières lignes étant 
les axes des coordonnées 
!du centre d’iSenie. 
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pour exprimer en fonctions de ces angles les coordonnées x^, et 

rapportées au centre d’inertie. 

On suppose qu’utt, point du système dont les coordonnées primitives 
sont X, , y, et , décrive , 

i.° Un angle a- autour de l’axe des en s’éloignant du plan xj , et 
s’approchant du plan y J/ 

x.° A partir de l’extrémité de l’arc précédent, un second angle p 
autour de l’axe des x, en s’éloignant du plan xy, et s’approchant du 
plan XJ ; 

3.° A partir de l’extrémité de l’arc précédent, un troisième angle t 
autour de l’axe des y , en s’éloignant du plan xy , et s’approchant du 
plan yj; • • 

Et soient x^ , y ^ et les coordonnées du point après qu’il a décrit ces 

trois angles, on aura 

“ COS. T (x^ COS. # — lin. 9) — lin. t coi. f - 4 - lîn. f (x^ sin. 0 ^ coi. 

= cos. 9 (x, sin. ^ ^ y, col. ^ sin. ^ 

Xj, = sin. T (x, cos. 9 ^ y, sin. 9) cos. t { co», ^ -s- lîn. 9 fx, sin. 9 y^ cos. xJ ). 

22 y 11 faut remarquer lorsqu’on aura à différencier ces valeurs 
de x„ , y, et , qu’on fera une opération de calcul qui se rapporte au 
chemin que fait une même molécule en passam d’un point qui a x^» 
y. et pour coordonnées , au point infiniment voisin ; on ne doit 
donc dans cette opération de calcul, considérer comme variables que 
les arcs a- , p et *r que décrit cette molécule , et on doit traiter comme 
constantes les coordonnées x, , y, , j, de son point de départ. Mais 
lorsque ’ces quantités ainsi différenciées sont sous le signe S, ce signe 
indique qu’il faut prendre , dans toute l’étendue du corps , la somme de 
toutes les quantités pareilles, c’csi 4 -dire qu’en nommant fl', fl", CL"', &c. , 
ce que les différenciations précédentes ont donné , respectivement , pour 
les molécules n.“ i , n.® a , n.® 3 , &c. , le signe S indique qu’il faut 
prendre la somme fl' — t— fl* -+- fl* -I- &c. Or , dans le passage de fl' 
à fl' , <r , ip et T , et les quantités qui en dépendent , ne varient point , 
puisqu’elles sont les mêmes pour chaque molécule ; mais x, , y, et j, 
varient , parce qu’elles dépendent des positions respectives 3 e ces molé- 
cules : c’est donc x, , y, et j, qu’il faut considérer comme variables dans 
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l’opcrafion de calcul qu’indique le signe S, sous lequel <r , (p , t et les 

quantités qui en dépendent doivent être regardées comme constantes. 

226. Les formules de l’art. 222 fournissent le mqjen de substituer, 
aux coordonnées des points du système , les angles 'décrits autour des 
axes coordonnés ; mais les trois rotations autour de ces axes se composent 
en une seule autour d’un axe unique. 11 est extrêmement utile pour l’appli- 
cation de la dynamique à des questions très - importantes , d'introduire 
dans les équations du mouvement la vitesse angulaire autour de cet axe 
unique et les angles qu’il forme avec les axes coordonnés : c’est' cette 
introduction qui caractérise la thé-orie (ft donne lieu à la seconde mé- 
thode dont j’ai parlé art. 220 ; je pense cju’on me saura quelque gré de 
présenter ici le tableau des formules qu’elle fournit. 

Le premiéf problème à résoudre est celui de décomposer la vitesse 
d’un point qui tourne autour «d’une ligne passant par l’origine , en trois 
vitesses parallèles respectivement aux axes coordonnés ; on a 


JT = ¥ »in. If COI. ê — / sin. 9 ) 
V — %(s *in. $ — î COI. » COI. %) 
M' = » ^ COI. If COI 4’ lin. R co«. 


U U coi.a — CO». 

•» “ v{xcot.y — icoi.aj 
vtrzsz ^ (y COI. — jf COI. 


' 227. DtFFÉHENCiANT ces équatioiis , on a 

Jh z=. Jvficoi. & — J Joi. y) — 't — jijysia.yj -t- — Jjicbs. y) 

Av — At(xBot.y — jcoj.«y( — <t(xAyim.y — x^Aaim.a.) -f- x^Axcoi.y — Aic<a.aJ 
Atr— Ax(jcoi.it — xeoi.^J — y^A^ùa.cL — xAfi ûn. x(Ajrcoi.v. — Axcox.ft). 

Mais on a ■ 

Ax Ay •Il ■ ’ 

“ = 77 ' 

. Substituant dans ces équations les yaleuns de h, v et v, tirées des équa- 
tions de l’article précédent , il vient 

<ix = vdt (i cos. /3 — y cos. vjl 

dy — vdt (x cos. y — i cos. a.) 

di = vdt (y cos. <t — X cos. fi) : 

et ces valeurs de dx , dy et substituées dans celles de du, dv et dv 
donnent 1 

A U -ZZ Ay & —y cos. y)~y fiJliûn. ^ —y Ay ün.yj -y- y" Ai (y cos. <t coi. /S -H J coi. acoi.y — jt sin.* aj 
Av = Ay(x COI. >• — icos.a/ — sin.> — jrfa sin. Sf'î cos. jS cos. >■-+-* cos. « cos. ^ — y 
Avfzz Ay(yioy.» — tm.P>J — y(ydai\a.*-—>tl^i\a.^J-y-y‘dt(x cos. es cos. S' -S-^ cos. ^ cos.» — isin.‘x/» 
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NOTATION. définitions.! THÉORÈMES, I PROBLÈMES. 


U, vttiv lont les vitesses 
du point da système qui tx, 
|/ et ^ pour coordonnées > 
vitesses prises dans des sens 
respectivement parallèles àXj 

« î: « 

V = la vitesse angulaire 
du système. 

6 = angle de Taxe de ro- 
tation et du plan x/, 

I = angle de Taxe des x 
et de la projection de l*axc 
de rotatipn sur le plan j 
a, ^ et y sont respeçtivÉ- 
ment les angles de Taxe de 
rotation et des axes des x, 
Ircti, 


t . / <> ' 


I » -.1 
. il 


t 

;rj '■ 




) •*. 

’ .1. 


• 158, 

Trouver les équations 
da mouvement d'un 
corpj de figure invaria- 
ble^, sollicité par de» 
puissances quelconques, 
sous une forme telle 
qu'elles renferment la 
vitesse angulaire et les 
angles formés par l'axe 
de rotation et les axes 
coordonnés et qui exige 
qu'on résolve les pro- 
blèmes suivans. 




J t \ f 


ï.v 


... { 


T59. 

Décompd^er la vitesse 
avec laquelle un point 
matériel tourne' autour 
d'un vxede position con 
nue, en trois vitesses dont 
les directions soient res- 
pectivement parallèles 
aux trois axes coordon- 


nei. 

I 


160, 


Exprimer les variations 
instantanées de ces vi- 
tesses en fonction des 
coordonnées du point 
matériel , de la vfîcssc 
angulaire et de sa diffé- 
rentielle, des angles for 
mes par l'axe de rotation 
et les axes coordonnés 
et des diffcrenüellcs d^ 
ces angles. 

A a 2 
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- TELi,Ès*sôht Tes valeurs des variations eflTectives que subissent * 

les vitesses parallèles h. x , y tti d’un point matériel tournant avec une 
vitesse angulaire v autour >l’un axe passant par l’origine , variations 
correspondantes à celles </«, da., dfi, et dy des quantités a,, /3 et y. 

Ces variations du, dv et dw multipliées chacune par —— m donneront 
les forces motrices effectives qui animent la molécule m parallèlement 
aux axes coordonnés ; sommant ces forces motrices dans toute l’étendue 
du système, et faisant 


= X. s'r' 


n) = Y. S(^m) = Z. 


«/ / 


on a 


AV / J I m [,/¥^coi./S — ,>cns. yj — v y) </f ^cotacoi. ^ -t- ^cos. « co«. y — 1 J 

A* ^ ^ 1 f x^ot.y — J col.at — *t*^y «n- y — l^Jet sin. «J-f- x'Jl{^coi.^coi.y-i-xcos. et cof. ^ — y >in- làj ] t 

~S\m[JttCjcoi.a — xcoi.^J — *()iJa.>‘n.a — xJ^ùn.fiJ-t-x'Ji(xi<u.eicot. i>-«-/cos. /icoi, y — jrin.‘ yj ] !• 

' . ' i ‘ 

2 2p. Les quaiuités t, V, ce, fi, y, et leurs différentielles sont 
constantes par rapjKtrt au signe J»; ainsi les seconds ntembres des 
équations précédentes ne renferment , par rapport à ce signe J', que des 
qnaniités de la-fotmb AS(xm), BS(yrtt) , CSfim); imals dès^que l’on , 
supjjose'que f origine des coordonnées est le centre d’inertie du système, 
ces sonjmes doiventj être nulles, art. i jp ; et on a ^ans'ce cas, ' ' . ’ 

x = o, y = o, z = o-, i ’ . . 

résultat conforme à ce qui a été dit art. '2od et théorjme lod. 

• 230. Mais riofts savons', art. 2op , que, qut^ique les sommes 

des forces motrice; qui ont effectivement lieu soient nuibs , les 
rnomens de ces forces ne le sont pas;, prenant dons' lés momens de 


f ^ * 

•'‘77 




dp 

dt . 


d%9 




des , 


I.-. 


Momens auioàr des axes j des 

des j.L 


.—(y dur ^ 

•'77 (z^'* — xdw), 
~(xdv 4 - ydu). 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORéMES. • 

• 

P R 0 B L É .M E S. 

m = U masse da point 

• 


)6l. 

miiérici du sy.icmc inqucl 


• 

Trouver les sommes des 

se rapportent les vitesses u. 



forces motrices effectives 

V et IV. 



qui ont lieu dans un sys- 

X , y et Z sont les som- 
mes des forces motricesefTec- 
livcs qui ont lieu dins le 

« 

• 

lème animé de puissan- 
ces quelconques et toyr- 

système paraUélement aux 
axes des x , des^ et des 


• P 

nam autour d un àxc 
libre; ‘ces sommes étant 
prises parallèlement aux 

• 

« 


trois axes coordonnés. 

« 

\ 

t 

« 

« 

On suppose que I*origine 


I 10. 

1 

lies coordonnées est au centre 


♦ 

d'inertie du corgs. 


Chacune des trois som- 

' 


me*s dont il est question 
dans le problème 160, 

, - 

, 

• ... 1 ...1 . 


est nulle par elle-même , 



■ • 1 . 

dès qu'on suppose que 

». ’ • 

•• U . 


i'orijinc des coordonnées 
est au centre d'inertie du 



' 

corps. 

. î . - 

« 



• *V "f , ■ ; *I *. 

i ■■ ■ i6>. - 

• \ 

• 

• > • 

f 

1 

Trouver les momens 
de U force motrice effec- 
tive qui anime un point 


■ 

• 

m^ériel d*un système 
soQicitè ptr des puiisan- 




ces quck.onqucs , eç touf- 



P '■ 

nkot autour d*un axe libre 


' t 

• 1 

quf passe par^son centre 



• 

d'inertie; ces momens é- 




tant pria par rapport à 




chacun des axes coor- 

• ^ 

\ 

■ ■ 1 

donnéi. 
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• • 

oii en suljstltuant pour du, dv et dw leurs valeurs tirées des équations 
de l’art. 227. 

J» { /y'-t- tV ® C 05 . 5 — * JCOJ. >1 • 

1 

f. 


Momens 
lie U force 
mol ri ce 
«ffecüvc 
qui anime 
un point . 
Matériel / Âesj>, 
quelconque \ 
du syUcme, 
ces momens 
dtani pris 
par rapport 
aux axes. • 

des i » . 


<1x5X1 • —If I ^*- 4 - -^ ) d a. lin. a — Myd^iin. 0 — lin. >■ J -j- 

* M 

— rVcos./Jcoi.>-»-jyrcoi.xcoi.>- — xrcos.x coi.jS— — 7 - 

a • 


i/k I /V“-+- tV cfs- (Ô — .>CCOS.> — a^co».« ) — 

a t 

m 

— V { /'x*-+-îV *//îsln. fh — — srdaûn.et ] -7— 

d / 


a V / ï — jr*) COI. a COI. jcos, a cos. /i — iry cos. /5 cos. > — x j (^sin.* « — sin.‘ >J j 


</x I /X* ^ y*J cos. y — x^cos. «i — / J cos. /S J 


dt 


— » 1 ày itn. y — x^</a sin. a—y^d^ sin. 0 1.“^ 

■ it*dt\ {x*—y*)coi.Aco%.^-^xicot.^coi.y—yicoi.A cot.y~My(%\n,‘^ — %\u.* a) | 


2 J I . Il faut maintenant prendre la somme de ces momens dans 
toute l’étendue du système ; mais pour simplifier les expressions , nous * 
ajouterons à ia condition énoncée dans l’art. 2 2p , que l’origine des coor- 
données est un centre d’inertie , celle que les axes coordonnés sont de; 
axes principaux. Cette dernière condition donne 

S(xym) ^ 9 , S ( X zz: O , S (y x,fH ) ^ <> \ 

et les momelis précédens ont pour valeur , en observant que t' V, a,, fi 
et y sont constans par rapport au sigae J", 


<Iei X . , • 
I 

5ammcs de.< momens 
des forces motrices 
eÿctivcs . en suppo- 
sant que !« axes 
coordonnées soient ' 
principaux, ces sommes 
étant prises par rapport | ; 
aux axes 

des I 

■ I 

“i 


*^</vcos.« — tfdA$tn.A - 4 - t* Jtcoi.fi cos. y^*S^my*J 


• ^dxcos.A — »^xiin.at — x* i/r cos. cos. J't'w jV 

dt 

— (d^cos.fi — }$dfiÙTi.fi -+- V* r COS. « COS. S(mx'J 
dt 

- fJxco» fi — ¥«éj 3 sin i 3 — x' cos. a coi. y) S (m 
dt 

I 

(dtcoi.y — %dyi\n.y -4- m* d t cos. a cos, fi) S(mx*) 
dt • ^ • 

^ ) 

' -j~(d%coi.y ^ Mdy svti.y \t* dt.coi, Acos. fij^S (my^). 


Diqiti^oîi^ C4:r 
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NOTATION. I DÉFINITIONS. THÉORÈMES. PROBLÈMES. 


Les axes des coordonnées 
lOnC supposes se couper au 
centre d'inertie et être des 
ucs principaux. 


Trouver , dans toute 
l'clendue du système , 
les sommes de ces mo- 
mens des forces motrices 
effectives , en supposant 
que les axes coordonnés 
sont des axes principaux. 
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232. Ces expressions peuvent se simplifier encore en employant la 
notation de l’art. ip2, et faisant 

s V = i -“‘J- ^ ("'/') = if = T -+- 1' - *V . S(,m i‘J = £T ï i Af/a‘ c‘). 
elles deviennent respectivement , 

Commet des momens 
de» forces motrice» 
eflcctises, en suppo- 
sant que les axes des 
coordonnées soient 
principaux * psr rapport 
aux' axes 

233. Si l’on suppose tjue la position de l’axe de rotation par rapport 
aux axes coordonnes et la vitesse angulaire sont invariables , on a pour 
les valeurs des nromens , 

Sommes des momens des forces motrices efîcctives , 

.dan» le cas où la position de Taxe de rotation et la vitesse 
anjjulaire sont invari.ibles« cet momens étant pris par 
rapport aux axes T 


des X . . . 

, ( .Yf' - 

h*) CO». j3 co».> ) 

M 

des y.,, 

. l - 

€*J COS. a ce», y 1 

M 

des • 

.[«Yi-- 

a* ) cos. et cot. ^ ] /tf. 


1 des a. . I U* j</rcos.« — i»«/a dn. a.) «Y** — h*)<h cos. tos. > | M 

' a I 

des y. . . -7— I ii* ^i/acos. /S — ¥*//S$in-Æ^-l- t /s/r cos.tf COI. > ] M 
ai 

• 

I • * 

des J. , . — î c*{JTtcas. y ^'^n.yj -t- — a*JJt a coi. fi | Af, 


2 34. Et si cet axe de fotation est celui des x, des y ou des 3, on a 
‘rcsjîectivement pour les sommes des momens des forces motrices eflèciives , 

Mb\ 

as dt d t 


235. Lorsqu’on a les valeurs des momens des forces motrices 
effectives , il est fort aise de çoser les équations du mouvement de rotation, 
qui ne sont autre chose, art. 221 , que l’énonciation de l’égalité entre 
les momens dont on vient de parler et ceux des forces motrices efiêctives. 


Soient donc « 

( f des X P 

Sommet des moment p>ar rapport à raxe,,,/ dc^ Q 

l dcît, .. 


on aura , en égalant respectivement P , Q et R aux expressions de 
l’art. 232: 

I 

P \ a* {d¥ QOi.a. — vdaim.aj -4- rs*fc* — ' i*Jdtcoi.ficoi.y] Af 

d t , 

() — — — [ (d%cou^ — itd^i\m.{^) )P(a* — c'Jdt cos. et cos.>> J Aî 

^ d t 

R = —jy I — vd'uxa.t) -H (b‘ — a'Jdt cot. a. M, 
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NOTATION. 


Ai = masse totale des 
corps. 

Ma' , Mb' et Mc' sont 
les momcns d'inertie pris 
respectivement par rapport 

aux axes des des ^ et des 
on a 

Ma* = 5 C 

Aih' z=i A C 

Mc' = A B. 


DEFINITIONS. 


P, (2 et/? sont les sommes 
des momcns des forces mo 
trices imprimées , sommes 
prises respectivement par rap> 
port aux axes des x, des >* 
et des 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


164. 

Trouver ce que de- 
viennent ces sommes ) 

1. <> Lorsque la posi- 
tion de Taxe de rotation 
par rapport aux axes 
coordonnés, et la vitesse 
angulaire , sont suppo- 
sées invariables ; 

2 . " Lorsque Taxe de 
rotafion est l'un des trois 
axes des x , des ^ ou 
des 

16;. 

Trouver les trois é- 
quations du mouvement 
de rotation d’un corps , 
sollicité par des puissan- 
ces quelconques , autour 
d*un axe libre qui passe 
par le centre d'inertie de 
ce corps. 


B b 
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é<juations qu’on peut mettre sous la forme 


Pdt 


^ COi. <t — ¥^eliijL A 


f* - h' 


• ¥* 1 cos. COS. >■ 


d* M 

QAt d* - f* 

,, = COS./Ô — ^A^ùtk.^ -4- *— A t COJ. A COI, y 

y M à 

R A t — d* 

■ rs Av COJ. y V A y stn. y h ^ ■ -— y At cos. a cos. /3. 


f'.l/ 

Telles sont les équations qui , en les supposant intégrées , et en y 
joignant l’équation cos.* <t — 1 — cos.‘ /3 — f- cos.‘ y = i , donneront 
les valeurs de W , <t , /3 et y en fonctions de t, P, Q. et R , et des 
constantes Af, a, h et c. L'intégration ne peut s’effectuer que dans 
quelques cas particuliers ; mais les équations différentielles n’en four- 
nissent pas moins plusieurs conséquences générales et importantes. 

D’abord , multipliant respectivement ces trois équations par cos. a. , 
cos /3 , cos. y , et les ajoutant , on a 


(t* — yjt'y — — dV 


, , . At Qcns.â R COI. y . 

</» = ■ . /» . *'A/ COJ. A COI. / 3 COI. > -H — f — ; — H r: h — y* 

9 4- AI' d è t ' 


vAa lin. a =: * 


236. Cette équation, employée à éliminer dv , donne 

* — .. ^ , /ü* X At /Çcoi.Acoi.ô Rcos.aco$.y 

; ¥ J t COI. /î COI. >■ /| -f. ' COJ.* a) H- — / 

d ' i r ' Al * 


Pi\n.‘ A 


vA{Snin.St = — y — ¥V/cos. A coi.> ^ i 


y y 

(y -y ){y~ y) 


y^y , (y^y)fy^yj 

vAy jin. y = y At coi. a cos. jS / 1 -t- ■ . 

r J d A 


yt/ » 

, f/l , R co%.R> couy Aros. jÔcoi.A 

— / : H’ 

•' fl/ ' d* 

1 f/l Pcouycoi.a. Qcm.ycoi.^ 

” V 


; 


Q lin.* /S 

■ F 

R lin.* y ^ 

ÿ y- 


2 37. ÜN peut faire une autre combinaison des équations àe l’art. 235, 
en les multipliant respectivement par d* cos. <t , i* cos. ^ , c* cos. y , et 
les ajoutant ensemble; ce qui -donne 


</ I 


— ^/’cos. A ^CO$./S-*- ^COJ.^y = 


A ¥ /'d* COJ.* A COS.* jô -+- f* COS.* 


yi; ' ■ ' ^ • ( — ¥ /"d* «/a lin, A cos. A -f- y A^ sin. ^ co$.;S -t- c* lin. > coi. y)s 

multipliant cette équation par %M\i, et intégrant, on a 

cm.' « i‘<o*-’/3 ... i‘coy‘y) = i (Pcoi.a h- Q col. -H iS -H Rcot.y)] -t- coiulinle; 

on ilémontre aisément que le premier membre de cette équation donne 
la somme des forces vives de tout le système. 


238. Les équations des trois articles précédens se simplifient beaucoup, 
lorsque le système , mu en vertu d’une impulsion primitive , n’est soumis 
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à l’action d’aucune puissance extérieure ; on a dans ce cas , 

J, , - oV 

— ^ — , , d t cos« A co$. û col. y 

ü ^ f • 


dcL lin. CL “ 


• .»<//. cos. j 3 COI. >■ 


(n‘ - ,‘)(b‘ - a') , . 


f* 


COS.* « 




d(i sin. /S = 7; vd t.cot. et cos. y ( 1 — cos.* 

» AL 


A* — rt* 

Hy «in. >■ = ; » J/.cos, « CO!. /S -w 


(‘' - - cV , 


«■ *■ 


COI.’ }•;. 


Somme des forces vires dues au 
seul mouvcmcni 


vl^cs dues au , ... . ^ , . a 

, z:zAl¥ (a cos. « 4- P cos. p -§- c cos. > i — consîamc. 

de rounon. ] ' " . ' 


Les équations de l’art. ^^^6 fournissent le moyen de résoudre 
une question intéressante ; savoir : étant données les sommes des momens 
P, Q, R des forces motrices imprimées aux divers psoints du système , 
momens pris par rapport aux axes principaux qui passent par le centre 
d’inertie, trouver, par rapport aux mêmes axes, la position de l’axe de 
rotation dans le premier instant de l’action des puissances sur le corpus 
supposé en repos ; on a pour cette détermination 


.P" Q‘ /!• , 


COS. y 


P* 


Q‘ 

i* 


— ; 


240. On peut Joindre à ces valeurs celle de la force angulaire naissante, 
qui est . 


iL =-L Vf JL 

Ji M ( a* 


Q’ 

<» 


-J- 


241. Les équations de l’art. 235 peuvent se mettre sous la forme 

; ir dt cos.fi COt.y, 


a‘ M 
Qdl 
i‘M 
• Rdi 
<*/)/ 


= 1/ » COI. a J s- 

= d( s cos. fij 
= d( H COI. y J 


S‘ 

i* — u' 


■ dt cos. a col. y , 


t' dl COI. a COI. fi. 
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197 


^ NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉOKÎ^MES. 

PROBLÈMES. 1 


• 


système 1 mu en vertu 
d'une impulsion prlcni-^ 
tive, n'est sollicité par! 
aucune puissance ex« 




térifurc. 

* 




i6S. 

• 



Étant données les som- 
mes des momens des for> 
CCS motrices imprimées 
au système » momens pris 
par rapport aux axes priti* 
cipaux qui passent par le* 
centre d’inertie, trouver, 




par rapport aux meniez 
axes, la position de Taxe | 
de rotation , dans le pre- 
mier instant de l’action 


• 


des puissances sur le' 
corps suppose CQ repos.j 

- 

i 


169. 



• 

Un corps mu en vertu 
d'une impulsion primi- 
tive, D*ctant sollicite par 
aucune puissance exté-| 
rieure, trouver les cqu»-| 
lions dificrcnticllcs quij 


« 
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242. Supposant que le système abatuionnd à une impulsion 
primitive , n’est sollicité par aucune puissance extérieure , ces équations 
deviennent 

Jfvcos.nj =: — S — Z1_É — cos. /3 cos. V 

cos. fi) ■=. — _f — — v' dt cos. oL cos. y 
b 

d('>Scos.y) = — Jt — ZT-*', ■ y' dt cos. et, cos. / 3 . 

2iJ.3. Les formules des articles précédens conduisent à la connaissance 
de la position de l'axe de rotation par rapport aux axes principaux passant 
par le centre d’inertie ; mais comme ces axes se meuvent avec le corps , 
il est nécessaire d’avoir des formules au moyen desquelles on puisse à 
chaque instant déterminer la position absolue du corps dans l’espace. 
Pour cela , profitant de l’indépendance des mouvemens de translation et 
de rotation , imaginons que le centre d’inertie est fixé au centre d’une 
sphère immobile dont le rayon i ; sur cette sphère prenons un 
grand cercle de position donnée , et sur ce grand cercle un point de 
position pareillement donnée : la position du corps par rapport à ce 

grand cercle sera déterminée quand on connaitra les angles l,m,n, A, 

jM. et y ; et on a pour cette détermination , t .“ les équations 

dl sin. / z=: vdl feos. 0 cos. ii — cos. y cos. m) 

dm sin, m z=: vdt (cos. y cos, I cos. a. cos. n) 

dn sin.» = V dt (cos. A cos. m — cos. (i cos. l ) , 

qui lient les angles /, m et » aux quantités v, a., /3 et y; il suffira de 

connaître deux' de ces angles, parce qu'on a entre i, m et « la relation 

t 

cos.* / -+- cos.* m -f- cos.* « = i ; 
i.° Les équations 

I d\ sin.* / = — vdt cos. /3 cos. m H- cos. y cos. » J 
d/jcsin.' m zzz — vdt cos. y cos. n — cos. a, cos. / J 
di sin.* » = — vdt cos. <t cos. l H- cos. /3 cos. m) , 

qui lient les angles A, et y aux quantités connues ou déterminées par 
les équations précédentes; mais si l’on a un seul de ces angles, on pourra 
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e rapportent 1 à son 
mouvement de rotation; 




2.* Al» position abso- 

Désignant par CO la cir- 
conférence du grand cercle 
de position donnée et inva- 
riable \ 

Et par le rayon mené 



lue des axes principaux 
dans l’espace, à une 
époque quelconque, lors- 
que celle de l’axe de| 
rotation par rapport aux 
axes principaux qui pas-! 
sent par le centre d'i- 
nertie, et U vitesse ango- 

du centre de la sphère, ou du 



laire, sont données. 

centre d’inertie du corps, au 
point de position donnée pris 
sur CO i 

l, m et n sont les arcs de 
grand cercle <jui mesurent les 
angles respectivement formés 
par le rayon //? et par les 
axe^es X, des ^ et des 
axes qui sont principaux et 
qui passent par le centre d’i- 
nertie ; 

A , /« et r sont respective- 
ment les angles formés par 
le grand cercle CO et par 
les arcs /, m et nj 

K , ^ et y sont , comme 
à l’ordinaire , les angles for- 
més par l’axe de rotation et 

• 

• 


parles axes des x , des ^ et 
des ^ respectivement. 
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calculer les deux autres par les équations 


Ung. (fi — t.) =1 
tang. ('r — fi) = 
laiig. ('r — k) = 


cot. n 

COI. m eus. i 
cof« / 

cos. n cos. m 
cos. m 
cos. a cos. / 


244' équations de l’art. 242 conduisent aux suivantes; 

d{nC0Sia)' cos. > )* , n r t 

— T 35 ~ ~ — cos. CLC 05 . fi C 05 . ydt=du; 

d’où on déduit , en intégrant , 

w* COS.* a = 2 A, U K, ; cos.*jÔ = 2 B, u A'„; v* cos.* y = 2 C, u -H K,„, 
et de là la relation entre a et /, qui peut, dans tous les cas, se calculer 
par les quadratures des courbes : 

ijjl 

^ ^ ( 2 A, U -H ^ 2 B^ u H— ^ ^ ( 2 C, U ”4” K } ] 

Il faut observer qu’on a en meme temps k = o et / = o ; et lorsque u 
sera connu en t, on aura w, a,, /S.et y pour une époque quelconque, 
au moyen des équations 

w = v/[2^/l, H- B, C,) « -t- r, -H a; H- KJ ] 

V(3.A.u-^-K.) „ ^(îB.u-^KJ V(^C.u-^-K.J 

eos. a. = ; cos. fi z= ; cos y = . 


245. On a donc très - simplement , dans le cas où le corps, livré à 
une impulsion primitive , n’est sollicité par aucune puissance , la vitesse 
angulaire et la position de l’axe de rotation , par rapport aux axes prin- 
cipaux , à tous les instans ; et il ne reste plus qu’à déterminer la position 
absolue des axes principaux dans l’espace , ou à trouver des équations 
finies entre / et /, w, n , A , et ». La solution de ce problème dépend 
des équations différeniielles de l’art. 243 ., qu’on peut combiner avec 
celles déduites des équations de l’art. 242. Les dilRcultés de l’intégration 
sont telles, (JEuhr les avait d’abord crues au-dessus des forces de l’ana- 
lyse ; mais il est heureusement parx'cnu à les surmonter dans un mé- 
moire publié parmi ceux de l’académie de Berlin, année 1758. Les 
formules auxquelles il est parvenu , se présentent d’abord sous une forme 
très -compliquée , quoiqu’elles soient parfaitement symétriques : il les 
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I7O. 1 




Un corps tc^nt tou- 

U »t une variable iniro- 



> a 1 

jours suppose se mou-i 

duite dans le calcul , avec la 



voir uniquement en vertu 

condition que ~ = 



d*tine impulsion primi-; 

’ ii t 



tive , trouver les équa-; 

a’ COJ. a cos. ^ COI. y. 



tions finies ou integra-' 

AT , , c« K„ sont les 



blés, par les quadratures , 

constances arbitraires intro- 



qui donnent tant les dr-| 

duiies par l’intégraiion , ou les 



constances de son moU-| 

valeurs initiales de v* cos.* a , 



vement de rotation , quej 

»* cos.* (3 et a* cos.* y. 



sa position absolue dans 

33 — JC 



Tespace , au bout d'un 

— 

A 4 



temps quelconque. 

^ ce — 44 




B. 




' 33 



* 


• 



C — 



• 

( t 




G.=A',o«+A',.i*+ A.c*. 





- 


• 1 




y 


.Ce 


Digitized by Google 


202 


COURS DE MÉCANIQUE, 


a considérablement simplifiées , sans nuire à la généralité de la solution, 
en observant que la position initiale des axes principaux sur lesquels 
se comptent les x, / et z, étant donnée, et la position de la ligne qui , 
passant par l’origine des x, jr et z, fait avec ces mêmes axes des angles 
respectifs /, m , n, étant arbitraire, on était le maître de se donner 
les valeurs initiales de ces angles /, m et n ( ou seulement de deux 
d’entre eux , à cause de l’équation cos.‘ / H- cos.* m -+- cos.‘ n = i ) , 
et de choisir ces valeurs de manière à satisfaire à certaines conditions. 
Or , en supposant qu’au commencement du mouvement on a 

CQS.I=(i' V(^); cos.m=.b' ) ; cos. n z=. c' V ( ^ ) . 

les formules compliquées dont j’ai parlé précédem^^ment , se réduisent à 
un seul terme ; et on a pour un instant quelconque , 


cos. / = 


a* tr cos. «i 


cos. m 


b* « cos. (b 

(G,) 


COS. n 


C* V cos. y 

^JgJ • 


ce qui , je le répète , ne limite en aucune manière la généralité de la 
solution , vu qu’il n’y a aucun cas où on ne puisse se donner les valeurs 
initiales ci-dessus de /, metn; et, d’après cela, il est inutile de rapporter 
. ici les équations dont Euler a déduit celles-ci , qui peuvent d’ailleurs 
s’obtenir immédiatement. Je ferai voir par la suite la liaison de ces ré- 
sultats avec la belle théorie des plans invariables de Laplace , que j’ai 
citée dans la note de l’art. 14.8. 


246. Il ne reste plus qu’à déterminer les angles A , /c , v ; et au 
moyen des trois dernières équations de l’art. 243 , un seul de ces angles 
suffit pour avoir la connaissance des deux autres. On se bornera donc 
à calculer séparément l’angle A par l’équation 

. — tiu ( bbK^~^ cc A'^ — 1 aa A, U ) V ( G,) 

AT, -H A'„, c* — 2 A~a* u) / [{K, A, u )CK„ ^ 2 B, u )(K/— 2 C. w; ] ' 
qui , au moyen de l’équation de l’art. 244 , entre « et / , donnera A 
pour une valeur quelconque /. Ainsi le problème du mouvement d’un 
corps de figure quelconque , qui , livré à une impulsion primitive , 
n’est sollicité par aucune puissance , se trouye complètement résolu 
dans toutes ses parties. 
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T R O I S l È M E P A R T 1 E. 

MÉCAN4QUE DES CORPS FLUIDE *S. , 

PREMIÈRE SECTION. 

HYDROSTA TIQ UE. 

247. Les propriétés des fluides tels que l’eau , l’air, &c., qui tombent 
immédiatement sous les sens, font parfaitement distinguer ces corps de tous 
ceux qu’on nomme sohtUs : leur classement parmi les diverses substances 
est une des premières opérations dont le sentiment et le besoin rendent 
l’entendement capable; mais les caractères sur lesquels ce classement est 
fondé , ne peuvent pas servir de base à une théorie mathématique. Aussi 
les géomètres qui se sont occupés de l’équilibre et du mouvement des 
fluides , ont-ils pris pour base de leurs recherches la propriété suivante , 
qui , à l'avantage de caractériser essentiellement la jiuidité , réunit celui 
de fournir une équation. 

On suppose qu’un fluide est renfermé dans un vase immobile et , si l’on 
veut, de forme invariable : un piston adapté à une ouverture cylin- 
• drique pratiquée à ce vase , est sollicité par une puissance , la seule dont 
le fluide éprouve l’action ; et on a , entre cette puissance et la pression 
totale qu’éprouve une surface plane de grandeur arbitraire, prise ou sur 
la paroi intérieure du vase , ou dans une partie quelconque de la masse 
fluide , l’équation suivante : ^ 

A-tt = afl. 

•K " 

Toute substance pour laquelle cette équation a lieu , est fluide , et réci- 
proquement» 

248. Les fluides nous offrent, ^ un degré sensiblement parfait, 
l’incompressibilité et l’élasticité. On sait , par expérience, qu’une masse 
d’eau qui conserve une température constante ,, ne peut pas, quelque 
compression qu’on lui fasse éprouver , diminuer de volume ; il en est 
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De la propriété 
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• 

qui doit ctre con- 




si^crcc comme le 

Z 

* 

• 

caractère des flui- 




des, lorsqu'il s'a- 


» 


git d'établir une 




théorie mathéma- 




tique de leur é- 


' ' 


quilibreetde leur 

a 


- 

mouvement. 


‘ \ 



w 

I 1. 

I7I. 

. ^ — ■ 


^ Toute substance pour 

Trouver l'équation de 

n = pniisince qui «git 


laquelle l'équation 

condition qui caractérise 

lur le piiton. 


7 = « n 

la fluidité d'un corp^ 

A — surface de U base 


a lieu, dans le sens de 


du piston. 


l’art, iaq. , est fluide , 


ay — r pression tottle d'une 

• 

et réciproquement. 


surface plane prise en uq 


1 1 X. 


endroit quelconque de la 

5*- 

• 

Les substances connues 


masse 0uide. 

Des fluides 

qui jouissent éminem- 

i 


incompressibles. 

ment de la propriété pré- 

A 



cédentc, ou ne diminuent 

, 



• 

• 
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de mtfme de tous les fluides classés «sous fa dénomination de litjuiJes': 
et cette propriété leur fait donner le nom ^'incompressibles. 

L’air , au contraire , et les fluiifès classés sous la dénomination d'ae'ri- 
formes , occupent un espace d’autant plus petit que les puissances qui 
les coippriment sont plus grandes, et sr rétablissent dans leurs volumes 
primitifs, lorsque les forces qui ont fait changer ces volumes cessent 
leur action. Cette propriété , qui leur fait donner le Viom Je fluides élas- 
tiques . est énoncée par l’équation suivante : 

P zzz. P , ou Kp = kP, 


24.9. Ce qu'on à dit dans l’article précédent, suppose la terripératuro 
constante; mais on sait, par expérience, que le vblume des fluides, tant 
incompressibles qu’élastiques , augmente ou diminue •avec leur tempéta-r 
ture, indépendaivment des forces comprimantes. J’ai trouvé, en appliquant 
le calcul à plusieurs expériences *, que la loi de la dilatation des fluide^ 
élastiques pouvait tire exprimée par une équation de la forme 

y ■=. — V ■+" ’ 1 

d’où on déduit les équations 


K 

R 


+ y,., = — ^)f 

I % + ( P'’ — P' 


. ( 


V 

— *- 

V 


/“ I J” - '/< -t- ‘ 


— !* 


L» première donne l'augmenta» 

I tion de volume correspondante à 
une augmcniaiion donnée de tcni- 
péraiure j la seconde donne la dila- 
1 tabilitioü le rapport entre l’eagmen* 
talion de volume et le volume aug» 
t mente. 


log. 

\og.Rf, - - R)] 

log J* 


I 


Déduite de la valeur de V, 

A 

Déduite de valeur de 

v<„. 

Déduite de la valeur de R, 


250. La quantité fs-U mesure la plus petite diminution de volume 
que le refroidissement puisse opérer*, c’est celle répondant à x = — • 00. 


* Voye^ mon Mémoire sur la dilatabilité des (luidcs élastiques , n.* 3 du Journal 
de l'École polytechnique, , 
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La masse étant supposée 
la meme , 

y — volume sous la pres- 
sion donnée P , et avec la 
densité K, 

V = volume sous la près* 
sion quelconque p $ et avec 
la densité A, 

Les pressions p et P sont 
rapportées à l'unité de sur- 
face. 


t/ = le volume primitif 
à zéro degré de tempéra- 
ture. 

X = le nombre de degrés 
de température. 

V = V(K) ~ le volume 
k la température x. 

H* = le volume 
à la température x -f- â x. 

pet^ sont deux constantes 
qui SC déterminent par expé- 
rience; on peut voir dans le 
mémoire cité, article 226 , 
leurs valeurs pour sept fluides 
élastiques; savoir, l’air at- 
mosphérique , et les gaz hy- 
drogène, nitreux, carboni- 
que, oxigéne, ammoniac et 
azoth. 

y? = la dilatakilite = 
y (m + 

y 

Les volumes U, V(m ; , 
et yfg ^ ^ sont supposés 
répondre à la même masse et 
soumis à la même pression. 
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53 - 

point sensiblement de 


Des fluides élas- 

volume, ({uclle que soit 


tiques et de ce 

la force qui les com- 


qu’on entend par 

prime , ou diminuent de 

1 

la dllatabiitti de 

volume ( dans certaines 


ces fluides , lors- 

limites ) par l’eflêl des 


que leur volume 

forces comprimantes , 


varie par le chan- 

suivant la loi indiquée 


gement de lempé- 

par l’une ou l’autre des 

172. 

rature. 

éi|uations 


V „ 

Trouver l’équation de 


p = — p. 

condiiioo qui caractérise 
la compressibilité et l’é- 



iasiicité d'un fluide. 

> 73 * 

Trouver la loi de la 
dilatation , par le calo- 
rique, des fluides élas- 
tiques et celle de leur 


• 

dilatabilité, 

174. 

Étant donné le volume 
ou la dilaiabiliic d’un 
fluide élastique , ainsi 
que la masse et la pres- 
sion , trouver la tempé- 
rature correspondante. 


113. 

Trouver la plus grande 


Les fluides élastiques 

compression dont un 


auxquels les équations 

fluide élastique soit sus- 


de l’arc. 216 peuvent 

ceptiblapir le rcfroidii- 


s’appliquer sont d’au- 

sement» 


r 


I 


208 COURS DE MÉCANIQUE, 

On voit de plus ppr la valeur de R , que les fluides élastiques auxquels 
les équations précédentes peuvent s’appliquer , sont d'autant plus dila- 
tables qu’ils sont plus dilatés. 

2^ I •• La diminution de volume d’un fluide élastique en raison des poids 
comprimans, ne peut point être regardée comme absolument indépendante 
de sa densité actuelle , et il y a certainement des densités extrêmes et finies 
qui répondent , d’une part , à une compression nulle, et, de l’autre, à une 
compression telle, qu’en l’augmentant on n’augmente point. la densité. 

Les fluides liquides ne doivent pareillement être considérés que comme sensi- 
blement incompressibles, c’est-à-dire, tels que les plus grandes forces avec lesquelles 
on a pu les presser, n'ont fait apercevoir aucune diminution de volume. 

La nature n'a donc pas mis entre les fluides incompressibles et les fluides 
compressibles et élastiques une ligne de démarcation absolue, et il est aisé 
d'imaginer une infînitc de relations entre la pression et la densité, qui, liant 
par la loi de continuité ces deux états extrêmes des fluides., mesurent ou in- 
diquent les nuances intermédiaires. 

Parmi ces relations , on peut remarquer celle qu’établit l'équation suivante : 

P = n (q — k)if ( ;, 

qui , indistinctement applicable aux fluides élastiques et aux fluides incom- 
pressibles , appartient aux premiers, tant qu'on * < t > approche d’autant 

plus d'appartenir aux seconds , que —— diffère moins de l’unité. 

En effet, qu'on imagine une courbe dont q soit l’abscisse et p l’ordonnée; toutes 
les valeurs possibles Aep , depuis zéro jusqu’à l’infini positif, se trouveront dans 
l’intervalle compris entre q=k , qui donne p= o, et q = K qui donne p = OO ; 
par-tout , hors de cet intervalle , sera imaginaire. Le passage de p =: o à p— 00 , 
sera d’autant plus rapide , que les points limites où é et où q = K, seront plus 
rapprochés; et cependant, quelle que soit leur distance, p n’en aura pas moins 
toutes les valeurs positives : si cette distance est supposée nulle , la courlie se 
confondra avec son asymptote , et dégénérera en une ligne droite perpendi- 
culaire à l’axe : c’est-à-dire que toutes les pressions possibles p correspondront 
ù une densité unique ou constante. Ce cas limite est celui des fluides parfai- 
tement inr»nyrrjr/é/«; et les diverses valeurs , finie ou infinie, qu’on peut donner 
à l’intervalle entre les points où y = à et où y = AT, repondent aux différens 
degrés d'élasticit(. Cette construction résout très-bien la difficulté qui pourrait 
naître de l’hypothèse ê =: K, hypothèse qui semble, au premier coup-d'ocil , 
n’admettre d’autre valeur réelle de p que celle p = o. 


Digitized by Google 




3 -* PARTI SECTION. HYDROSTATIQUE. 209 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 

Uni plus diliublts, qu'ils 
I sont déjà dilaipt. . 


PROBLÈMES. 


176. 

Trouver une équition 
entre la pression et la 
densité qui lie par la loi ' 
de continuité U pro>lj 
pHété de l'incompreisir! 

bilité des fluides liqui- 
des, et celle de U com*| 
presstbilité des fluides é-i 
Uniques , et soit ainsi, 
rndistrnetement applica- 1 
ble à deux espèces de 
corps, ^ '‘ I 


^ = la densité correspon- 
dante à une pression nulle. 

= la plus grande den- 
sité que le fluide soit sus- 
ceptible d*acquérir* 

n = un coefficient cons- 
tant, 

ÿ = la densité sous la 
pression p. 
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252. Un fluide incompressible étant renfermé dans un vase de form'è 
invariable , percé d’un nombre quelconque d'ouvertures cylindriques 
fermées par autant de pistons auxquels sont appliquées des puissances 
proportionnelles aux ouvertures , et par conséquent en équilibre , si un 
ou plusieurs de ces pistons viennent à s’enfoncer respectivement de p^, 
p^, p,„, &c. , les autres pistons s’élèveront, et on aura, en vertu de 
l'incompressibilité du fluide , 

^,P. H- &c. O , 

ou parce que &c. P, •. P,„ &c. 

P, P, -A- P J, H- PmP,„ -J- &c. = O , 
en donnant le signe convenable , ce qui , pour ce cas , est l’équation 
fournie par le principe des’ vitesses virtuelles. 

253. On verra par la suite, que ce principe a lieu dans tous les cas 
d’équilibre des fluides tant incompressibles qu’élasüques ; mais , en 
attendant , on peut se servir du résultat précédent pour expliquer les 
conclusions , paradoxales en apparence , que fournit l’équation de l’ar- 
ticle 247 , et faire voir que l’amplification indéfinie d’effort qu’on obtient 
par le moyen des fluides , est un phénomène de même espèce que ceux 
offerts par les machines ordinaires , telles que le levier , la vis , &c. 

L’équation de l’article cité, qui donne vr =: fl , suggère l’idée 

d’une machine dans laquelle on peut , par l’intermède d’un fluide in- 
compressible , produire avec upe puissance P d’une petitesse arbitraire , 
une pression p aussi grande qu’on voudra. L’idée de cette presse , qui 
a été récemment donnée comme nouvelle , est toute entière 'dans le 
Traité de l’équilibre des liqueurs de Pascal. 

« 

2 J 4* La formule tt ^ FI donne la pression absofue ou totale, 

qui a lieu sur une surface plane a , prise dans un endroit quelconque 
de la masse d’un fluide , élastique ou non , lorsqu’une aptre surface 
^ plane A , prise aussi dans cette masse , éprouve une pression fl. Si le 
fluide est élastique , et qu’on connaisse son ressort , la pression rapportée 
à l’unité de surface étant , art. 248 , 

* D ^ D I Lu volumes K et v le rapportent à 

pz=— 7 rP OU n = P...\ .. , " 

‘K a , (une meme nuise. 
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puisse , par rinterniède 
d’un fluide incompressi- 
ble, produire, avec une 
puissance donnée, une 
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SUT une surface plane 




prise en nn endroit quel- 

% 

• 

■ 

qee de sa masse, lors- 


. - 


qu’on connaît sa pression 




sur une aire piioc donnée. 

• Dd 2 

■ 


• ' 

• 

• 
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la connaissance de cette pression ne dépend que de celle de la densité k , 
lorsqu’on connaît la pression P correspondante à une densité particulière K , 
et a étant la surface dont on veut connaître la pression totale -tt, on a 


TT 



P, 



I.es volumrs K et v se rapportent i 
une mcmc niAsse. 


255- On peut substituer aux pressions p ei P rapportées à l’unité de 
surface , les hauteurs h et H An deux prismes d’un même fluide qui 
auraient pour base L’unité de surface , et dont le poids mesurerait ces 
plissions ; par ce moyen , on obtient les équations 


h = 


h 

T" 

ak 

~jT 


H , ou A = 
H , ou N 


» = aH.k*g = 


* ( Kec I» se rapporteni à.unc mcmc masse du 

^ ^ I fluide dont on évalue la pression \ H çx h 

V I sont les hauteurs de deux prismes du meme 

)on d*un autre fluide dont la densité k' , 
poids de ces prismes mesurant les près- 
Tsions, rapportées à l'unité de surface, qui 
I correspondent aux densités k et K. On a de 
I plus ti ^ a h, , 


= — H 


256. On a fait, dans les formules précédentes, abstraction de la 
température , ou plutôt on l’a supposée constante ; mais connaissant la 
pression d’une masse donnée de fluide élastique qui occupe un certain 
volume et qui est à une «ertaine température , il est bon de pouvoir en 
déduire la pression correspondante à un autre volume et à une autre 
température ; on a pour cela la formule 

h = - k)p. H- .]-f //. 

Pour connaître la pression qu’exerce la masse de fluide élevée de la 
température zéro à la température x , et renfermée de manière à ne 
pouvoir changer de volume , il faut faire v = U : ce qui donne 
V h z=z [fs” — I ] //. ■ 

Il paraît , d’après quelques expériences , que , dans ce dernier cas , le 
gaz azoth mis à la température de l’eau bouillante , exerce une pression 
égale tà sept fois celle de l’atmosphère. Au surplus , ces équations et 
celles de l’article 24.^ résultent de l’application d’une méthode particu- 
lière d’interpolation à des expériences faites sur Ja dilatation des fluides 
élastiques. ( Keyr j le Mémoire cité, art. 24p.) 

r < ; . 


1 

1 

I 


Digitized by Google 




3.* PARTIE, I." SECTION. HYDROSTATIQUE. 21J 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

•w = pression toule sor 
U surface a. 


• * ■ 

Trouver la mesnc chose 
pour un fluide élastique, 




lorsqu'on connaît le rap- 
port de sadensité actuelle 
â la densité qui répond à 

. 



une force élastique don* 

» 


f 

née. 




• 

ff et h sont respective- 


• 


ment les hauteurs de deux 
prtsmci d*un même fluide, 

- 

- 

179. 

qui ont !*unité de surface 
pour baie| et dont les poids 

1 . ^ 


Connaissant la pression, 
rapportéei l'unité de sur- 

mesurent les pressions rap» 

I ■ • ■ ' 


lace, d’une 'masse don* 

portées à Tunité de surface 


; 

née de fluide élastique, 

d'une même masse de fluide 



qui occupe un certain vo> 

éUsiHjue , occupjnt le vo- 



lume et qui est à une cer* 

lume V t sous la charge H 

• 

1 : 

tainc température, trou* 

et à ia température zéro , et 



ver la pression que cette 

le volume v sous ia charge h 


. • ~ 

même mine exercerait si| 

et ü 1a température x. 

0 


elle occupait un autre vo* 

pour le surplus de 


• 1 

liim^ et qu elle fût à une. 

lanouiMn, l’an. 249. 

< 1. 


autre température. 

. . tr. 

\ 

* • f ' 

1 

k : ; , ï: 
•r . 1 • 

• ' » r J* al • * 

» 

.• > 

. ' 1 



Digitized by Google 






Z 14 - COURS DE MÉCANIQUE, 

* ^57" *1**' pf<-'cède s’applique aux fluides élastiques qui con- 

servent l'état gazeux sous toutes les températures ( ou du moins à des 
températures très-inférieures à celle de la glace) ; mais les liquides vapo- 
rués exercent des pressions qui , considérées quant à l’application qu'on 
en fait au mouvertient de dtrtaines machines , sont données par les seules 
températures. J’ai reconnu , en appliquaitt mes formules d’interpolation à 
des expériences très- bien faites , qu’on avait pour la vapeur de l'eau, 

'a = -H H- 
et pour la vapeur de l’alkool , 

A = At, y 7 -H H- -H A* „ 

258. Il paraît qu’en général la forme particulière de la fonction qui 
est la plus propre à représenter les phénomènes des fluides élastiques , 
considérés quant à leur dilatabilité ^t aux pressions qu’ils exercent à 
différentes températures , est 

-I- -+■ H- &c., 

X étant la température ; fA.^ , &c. &c. , des constantes 

données pat l’expérience. 

• 

2 5 9,- y N fluide sans jtesanteur , renfermé dans un vase où II est 
soumis à l’action d’une puissance qui agit sur lui par le moyen d’un, 
piston adapté à un orifice pratiqué à ce vase , étant supposé en équi- 
libre , un élément differentio-diflerentiel de surface courbe en contact 
avec ce fluide , éprouvera une pression 



260. Il est bon de donner la valeur de vr^en fonction des coordon- 
nées de l’élément diflérentio-différentiel de la surface courbe, et de trouver 
celle de ses composantes parallèles aux axes. Je place ici , à cette occasion , , 

quelques formules qui pourront être utiles en plusieurs circonstances. t 

L’équation du plan tangent est 

Le» lignes * — x, , ^ — ji, et j j , 
sont le» trois coordonnées d*un point quel- 
conque du plan tangent, en rapportant l'o- ' 

rigjne au point de contact. | 


C - î. = f (y -y-) 


Ces formuIe$ peuvent, pour la pratique, 
SC réduire k 

h pour ï*eau , 
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NOTATION. 

DÉMMTIONS. 

THÉORÈMkS. 

PROBLÈMES. 

h := la hauteur d’iin prisme 



I 80. 1 

Je mercure qui a rar.iié pour 



Trouver les formules^ 

base » et dont le poids mesure 



au moyen desquellus on 

la pression cherchée. 



puisse ^Iculer la pres-^ 

X = U température carres- 



sion ou la force expan-, 

pondante à la charge h. 



sive des vapeurs de l’eau. 

Le mètre étant l’unité de 



et de l’alkool , leur lem- 

longueur, et la tcmpcraturc 



perature étant donnée. 1 

Hant rapportée au thermo- 




mètre centigrade, on a 




Veau, 


115. 


j>, = t,t;6oo6. 


La forme du la fonc- 


J>,. = 1,038037. 


lion la plus propre k re- 


j>„ = l, 02 ’ 490 . 


présenter les «phénoroè- 


/a, = — 0,000000196. 


nés des fluides élastiques 


/a. = 0.013+03. 


considérés quant à leur 


A*-, = — 0,023+03. 


dilitabiÜté et aux près- 


Pour Palkcol, 


sions qu'ils exercent à 


J., = 1,090391. 


différentes températures , 


= '.^+S+ 53 - 


est fl, f,‘ •+- fi„ j>’ -+- 

lot. ) 

j>«. = 0,836030. 


P-,* -+- &c.* X étant 

Trouver la pression, 

ft, — 0,000038. 

. 

la température et fi , , 

d'un élément ditièren- 

= -*- 0,02+669. 


fl, &c., J>, , J>„, &c . , 

lioKlidèrenriel d'une sur- 

f^m — “+■ 0,005677. 


des constantes qui se 

face en contact avec un' 

/u„ = — 0,030288. 


déterminent par l’expé* 

âutde en équilibre, ren-| 

Or = rélément differentio* 


rience. 

ferme dans un vase , et 

difTérenciei de la surtâce 



sur lequel agit une pals- 

courbe pressée par le Huide. 



tance par l’in lermèdcd’un 

T , n et .,4 ont la même 



piston adapté à un ori- 

signification qu'i l’an. 2+7. 



fice pratiqué au vase. • 

» y, ^ coor- 



1 82. 

données de celui des élé- 




mens diderentio-diâTérentieU 

. 


trouver, • 

de la surface courbe dont on 



1 L équation du plan 

considère la pression , et au- 

• • 


tangent d une surface 

quel on suppose que se rap- 




portent le plan tangent et la 




normale. 




X ,7 et ^ sont les coordon- 




nées d’un point quelconque 


b 


du plan tangent. •• . 
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2j6 cours de mécanique, 

ou Z = (^ y — [t'' 'v);Jy< — 

Les équations des projections de b normale sont 

Dont on 


jau point dcl 


■-■ ■ ■■ a — ( - 

i '— J 

1 rfx, / ,/x. 


plan... 


X5-..X 


- = “ 


(XJ.-, .jr -jr, -t- 




' contact , en \ / — » 

* )ou/ J = 
prenant / \ 

X — n, t 

^ y y, et 
Z ~~ Z, pour 1 
coordonnés. 


(- 77 :) 




(^) (^) 
La perpendiculaire menée de l’origine sur le plan de contact , a pour 
longueur 

y> — i. 


/[i 


^77-/ 




et les coordonnées du point où cette perpendiculaire rencontre le plan de 
contact , sont 


aux X. • . 


- (^)y, - 


^ ^ (’^)yi — Z/] 

_~ 7 Z 


<< 1 , 


Parallèlement/ aux y . . 




(—-) 


aux J. 


[C (-^) y, — i, ] 


V 

On a ensuite 




Coiinuf de l'ingle | I Cosinus de l’angle j 
forme par la normale > ~~ ' form. par le plan un- j — 
et par l'a ac des X, 1 Igcnt et par le plan as^x I 




(—) 

< </», ' 


('Tri 


''t /1 
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NOTATION. 

DÊFI.NITIONS. 

THÉORÈMES. 



PROBLEMES. 

* et J sont ici les coor- 
données d’un point quelcon- 
que de la normale. 


■ 

2.» Les équations de 
projection de la normale 
au point de contact. 1 

. 

' 


3.® La longueur de la' 
perpendiculaire menée de' 
l’origine $ur le plan tan* 

gent. 




4.* Les coordonnas! 
du point où cette per- 
pendiculaire rencontre le 
plan tangent. 

• 



Les cosinus tant 
des angles formés par 
a normale et les axcs‘ 
coordonnés , que de 
ceux formés par le plan | 
angent et les plans coor- 
donnes. I 


Ee 
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Cosinus de Tangl^i j Cosinus de Tinglc 

formé par la normale et ' \ formé par le plan tanr 

par l’axe des y, | et par le plan x^. 

Cosinus de l'angle | ( Cosinus de l’angle 

formé par la normale et — -Jformé par le plan tan- 
par Taxe des J [gent et par le plan xy. 


(—) 

1 Jy, ' 


y"[ 


r— / 


' «>4 ' J 


V"[ 






261. Cela pose, l’élément diflcrentlo-difFérenliel w étant supposé 
avoir jxtur projection , sur le plan , le parallélogramme élémentaire 
dx,dyi, nous aurons 


y[. I 

ce qui donnera 5 

^ 4y [ . -H -t- r^/ ] 1 


Les valeurs de ( ■ 

a*. 

J ^ / 

et ( ■ ) se déduiront 

de Téquation donnée de 
la surface courbe. 


expression qui , sommée dans l’étendue convenable , donnera la somme 
des pressions normales de tous les élémens d’une portion finie de sur- 
face courbe. 


262. Les composantes de tt, parallèles aux axes des coordonnées, 

s sont 

des X • . . ^ )dx, . Jy, ( L« vilcors de ( n de 

A ' ' ' •''l </x, 

des ;r , . . )Jy,.dxj\ ( ) « déd«i»rnt de l*équi- 

' I tion donnée de la surface courbe. 

des z...—^dx,^, . 

et ces expressions, qui sont respectivement les produits de ^'par les 

surfaces des projections de l’élément u sur les plans des yi, des et 
des xy, étant sommées dans l’étendue convenable, donneront les pressions 
totales d’une portion finie de surface qui s’exercent parallèlement à chacun 
des axes coordonnés. 

263. On déduit de ces valeurs une conséquence très-importante. 
L’hypothèse de l’article ayp subsistant, imaginons qu’un corps est en- 
tièrement plongé dans le fluide , et considérons les deux élémens opposés 


Parallèlement 
aux axes. . 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES* 

PROBLÈMES. 

• 

-• 


183. 

Trouver» dans l*hy- 
poihèse du probicmtr 
210, la pression d*un‘ 
élément dilférentio-difré*! 
rcntUlde surface en fonc-| 
lion des coordonnées de 
cet élément. 

- 


• 

18+. 

Décomposer ii pres- 
sion donnée par la so- 
lution du problème pré- 
cèdent , en trois autres 

• 



parallèles aux trois axes 

» 


• 116. 

Un fluide renferme dins 
un vise et soumis à l’ac- 
tion d’une force qui agit 
sur lui par l’intermède 

coordonnés. 

i 


Ec 2 


/• 



- Digrtized by Google 


220 COURS DE MÉCANIQUE, .. 

de sa surface qui ont pour projection commune sur le plan x y le pa- 
rallélogramme élémentaire dy ^ , la pression , parallèle à l'axe des 3 , 

de l’élément inférieur ( on suppose que c’est celui désigné par u , dont 

il s’agit dans les art. 261 et 262) sera . dx, dy,. et celle de l’é- 
lément supérieur sera — dx^ dy,. Ainsi le corps sera en équilibre par 

rapport aux composantes des pressions prises parallèlement à l’axe des 3. 
Mais si l’on fait attention qu’il y a encore , parallèlement aux y , un élé- 
ment opposé à celui qu’on a considéré en premier lieu , ces deux élé- 
mcns ayant une projection- commune sur le plan a' 3, et la surface de 

bette projection étant (■^~ )dyi.dx, ('ou di, dx,, en ne prenant <^3^ que 
par rapport à y^), et qu’il y a parallèlement aux x un autre élément , 
ayant avec l’élément ù> , pour surface de projection commune sur le 

plan 73 , le produit (-^) dx, . dy, ('ou di, dy,, en ne prenant di, que 

par rapport à xJ, on en conclura que l’équilibre conclu parallèlement à 
l’axe des *3, existe aussi parallèlement aux deux autres axes, et qu’ainsi 
le corps est dans une immobilité absolue. On peut , si l’on veut , rendre 
le raisonnement plus simple , en observant que la position du plan xy 
est arbitraire , et que , quelque part qu’on le place , on obtiendra toujours 
des équations semblables à celles de l’article précédent. 

Cette conclusion est générale pour tous les cas où un corps sert^ d’une 
manière quelconque, sollicité sur toute l’étendue de sa surface par des 
puissances respectivement perpendiculaires .et proportionnelles aux élé- 
mens différentio- différentiels sur lesquels elles agissent. 

264. Nous pouvons passer à l’équation générale de l’équilibre d’un 
fluide sollicité par des puissances quelconques. On trouve pour les 
conditions de cet équilibre , 

dp = h (Xdx -H Ÿdy —I— Zdi) , 
ou dp =3 kdi. 

26 y L’équilibre d’un fluide n’est possible que sous certaines 
conditions , et ces conditions se réduisent toujours à celles qui rendent 
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notation. D£F1N1TIl:NS, THÉORÈMES. 

d*tin piston » étant sup- 
pose en cquilibre , un 
Corps eniiérrnunt plongé 

dans cc H* lde, et qui 
par conscqiirnt éprou- 
vera normalement , sur 
tous II* tiémens de sa 
/ surface , des pressions 

propoitioimelirs à ces é- 
^ Icmens, sera, par cece 

« raison , lui-même en c- 

qtiifibrc. 


PROBLÈMES. 


= la pression , rappor- 
tée â l’unité de surface, qui ' 
a lieu au point dont les coor- • 
données sont ^ et j 

A = la densité au même 
point. 

X , Y tx Z les puissances , 
décomposées paralWlemenc 
aux X ,y et qui sollicitent 
la molécule fluide, dont les 
coordonnées sont x , y 
X dx -4- ^ djf -f- Zd"^ ~T~ d 4>> 


185. 

Trouver l’équation gé- 
nérale de l’équilibre des 
fluides. 

186. 

• Oéterminer les condi- 

tions qui doivent avoir 
Les conditions qui lieu pour que I*/qul- 
rendent l’équilibre d’un libre d’un fluide soit! 
fluide possible , sont les possible. | 
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une fonction intégrable. En effet , I équation precedente est obte’nue en 
substituant dans la dilFcrentielle complèie , 


4' = 






les valeurs 

= kx. (^1 = kY. ( 



kZ. 


Il suit de là, 1.0 que Xdx Ydy H- Zdi doU être une fonction 
intégrable par elle- même , indépendamment de toute relation particu- 
lière enire x,y suppose que X , Y cl Z sont fonctions 

de A" , ^ et J , et a lieu sous les conditions exprimées par les équations • 



2.° que k doit être fonction de $ seule , ou de seule , ou de $ et 

de J), afin que l’équation ne renferme que les deux variables j) et 


266. L'équilibre est toujours possible, lorsque les puissances 

qui sollicitent les molécules fluides sont dirigées à des centres fixes et 
fonctions des distances entre leurs points respectifs d’application et 
ces centres. L’équation de l’article aéq. se change, dans ce cas, qui 
comprend tous ceux de la nature , en • 

[(x — a,)dx-^(y — l,)dy-^(7^—c,)di\ 

-+- -I 7 [ -+- 6 ' — * J — ^m)dl\ 

-H &c. 
qui équivaut à 

Jif == a,d2. -t- Q„di„ -4- Q,„ds. 

267. La somme S(dp), prise.dans toute l’étendue d’un canal quel- 
conque, infiniment étroit, et qui est, ou rentrant sur lui-même, ou 
terminé à deux points de la surface extérieure de la masse fluide , cette 
somme, dis-je, est toujours nulle, en ayant égard à la résistance de 
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NOTATION. 

DÉFINI 1 IONS. 

THÊOKÈMES. 

PROBLEMES. 



mêmes que les condi- 
tionsd*iniégrabiliicd'une 



• 

fonction dificrenticlle de 


• 

• 


plusieurs variables. 


Q, » Q„ f , sont les 

diverses puissances qui solli- 


118. 

187. 

citent la molécule dont les 


Les conditions précé- 

Introduire dans l’é-j 

coordonnccs sont 


dentes ont toujours lieu. 

quation d'équilibre des 

Cea puissances sont diri- 

/ 

lorsque les puissances qui 

fiuides les puissances 

grès à des centres fixes, dont 


sollicitent les molécules 

effectives qui sollicitent 

les distances respectives k U 

• 

riuides sont dirigées à des 

une molécule quelcon- 

molécule sollicitée sont j>, , 


centres fixes et fonctions 

que. 

J’alJ’m , &c. 


des distances entre leur» 


Les coordonnées de ces 

• 

points respectifs d’appli- 


centres fixes , rapportées à 
l^origine et parallèles aux 
axes des x, ^ et sont 


cation et ces centres. 

■ 

respectivement 

a,.h„,c,;&c. 


. 


Ainsi on a 




+ 

1 

H 

J| 

II 


« 


J*> A. 

(x — a, J -t- &c. 






1 19. 

, , 

■P, J’„ 


Le principe des vitesses 

- 

(y — 


virtuelles a lieu dans l'é 


0. 0 

Z z =-^(7 — C,)-*-^ 
A P. 

« 

quilibrc des fluides. 
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la paroi , si le fluule est renfermé dans un vase et si l’on suppose que le 
canal ait une de ses extrémités à un point de cette paroi. On conclut 
de là que pour tous les cas de l’équilibre d’un fluide , l’équation sui- 
vante a lieu dans toute l’étendue de la masse : 

Le? produits Q^, 

(Scc. , sont proportion- 
nel» aux forces motrice» 
que chaque pui$s*ance 
tend à imprimer à U 
molécule. 

qui équivaut à 

I ^ ./?*’ , &c, , repré- 

ff'./r' _l_ -t- _I_ /tr n . .. 'C' '« forces nio- 

trices imprimées k cha- 
que molécule. 

équation identique avec celle qu’on déduirait du principe des vitesses 
virtuelles. Cette manière de vérifier ce principe dans l’équilibre des 
fluides , et la démonstration que j’en ai donnée pour les corps solides , 
dans le n.° j du Journal de l’École polytechnique , me paraissent 
nouvelles. 

i68. L’hypothèse de l’art. 266 subsistant l’équation 

dp — kdi = O 

fait voir que , lorsqu’un fluide est parvenu à l’éiat d’équilibre , il y a 
une certaine fonction de p et de 4 * , ou de ^ et de x, y , j , qui est un 
maximum ou un minimum, 

269. Lorsque k est fonction de p, ce, qui a lieu dans les fluides 
élastiques, on a pour chaque couche dont tous les points éprouvent la 
même pression , d p = o , d’où k = constante. 

Ainsi ces couches , qu’on appelle couches de niveau , ont toutes leurs 
molécules d’égale densité. On a ensuite, par une conséquence de l’hypo- 
thèse que p est constante , 

di =. O , ou Xdx Ydy -H Zr/j = O. 

4 > est donc ( en particulier , un maximum ou un •minimum j>our chaque 
couche de niveau , la relation entre les coordoiuiées des divers point*' 



‘î' [ ^ l' Q.A, -H ] = O 
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J>, = "^ [ ( * — a, y -+- 








— ^ il* — a,y -4- 


* 

* 

&c. 




Q< -t- &c. = 


< 


Xdx-^ 

R‘ J R", &c., iont les ré» 

• 



suluntcs des puissances qui 


' 

• 

sollicitent chaque molécule 
Huide respectivement. 


■S 


r'^r%&c., sont des lignes, 
de grandeur arbitraire, prises 




sur les directions de/?', R" , 
&c. , i partir de chaque ino- 



.• • ' 

lécule fluide. 



- 


« 

5 . 


• 


1 20. 

Dans l'hypothèse du 

• 



théorème il/, il y a 
toujours une certaine 
fonction de ar, ^ et 
qui est un maximum ou 
un minimum. 

1 


î+- 

121. 

oc 

00 


Des couches de 

Les équations des snr- 

Trouver l’équation de 


niveau dans un 

faces des couches de ni- 

ia surface d*une couche 


fluide en équili-j 

eeau dans les fluides c- 

de oiveau quelconque 

' 

bre sollicité par 

astiques en équilibre, se 

dans un fluide élas» 


<1^ puissances 

déduisent de la considé- 

ique en équilibre. 


quelconques. 

ation que ® est un mu- 




ximum ou un minimum 

t 



>our ces sortes de cou- 


• ' 

V 

( 

hes. 

1 


• Ff 
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de la surface de cette couche étant donnée par l’équation 

$ = constante. 

2^0. Si la densité k est fonction de $ , et ne dépend point de la 
pression , ou si elle est constante , ce qui renferme toutes les hypothèses 
de Huides incompressibles , on aura en général 

P = f[k(XJx Ydy -H ZJi)'\ -H constante, 
et l’équation de la surface de la couche extérieure pour laquelle p =. o, 
sera • 

f\k(XAx Ytiy -H ZJz)'\ = •constante. 

27 1 . En conservant l’hypothèse de k , fonction de , qui rend X et $ 
variables ou constantes dans les mêmes circonstances , toutes les couches 
de l’intérieur du fluide dans l’étendue desquelles on aura 4 > = constante 
ou </ 4 > = O, donneront aussi k = constante ; toutes les molécules de ces 
couches auront la même densité, et l’équation de leur surface sera 

=■ constante ; 

et comme, en faisant dans l’équation dp — kd^zzzo, les quantités k 
et $ constantes , on a. dp = o , il s’ensuit que dans les fluides incom- 
pressibles en équilibre , les couches dans l’étendue desquelles di = o 
sont des couches de niveau, c’est-à-dire, dont toutes les molécules ont 
la même densité et éprouvent la même pression. 

L’inverse de cette proposition n’est pas généralement vraie; la densité k 
peut être constante dans des sections de la masse de certains fluides où l’on 
n’aurait ni di = o , rà dp = o f les fluides incompressibles homo- 
gènes sont dans ce cas. - ' 


272. Sj l’on cherche la position de la normale à un point quel- 
conque d’une surface qui a pour équation différentielle 

</$ = o, on Xdx — t— Ydy — Z</j = o, 
on trouve, pour les tangentes des angles que les projections de celle 
normale sur les plans des xj et des yj font respectivement avec les 
axes des x et des y , ' 


« 




(—} 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

— - « - = 
THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

1 

« 


• ♦ 

Si dans un fluide in- 
compressible en équili- 

s8p. 

Trouver la même 
chose pour nn fluide, 
incompressible en équi- 
libre. 



bre , A s fonciton de 4 >, 
toure couche de ce fluide 
pbur iaquclle on aura 
= constante ( ce qui 
donne Téquation de la 
surface de cette couche ) 

V. 

- 


sera une couche de ni- 
veau. 


• 

• 

II}. 

Dans un fluide en é- 
quilibre, la résultante de 
toutes les puissances qui 
agissent sur une molé- 
cule quelconque , a une 
direction perpendiculaire 
à la surface de la couche 

190. 

Trouver la position de 
la normale à la surface 
d'une couche de niveau 
d'un fluide en équilibre. 

• 


de niveau sur laquelle se 

V ' 



trouve cette molécule. 

* , 


• 

• 




■ ■ 



Ff Z 


U 
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On trouve , d’un autre côté^ que les. projections de la direction de la 
résultante des puissances X , X et Z sur les plans des vj et des 
font (en supposant que les puissances tendent à rapprocher la molé- 
cule de l’origine), avec les axes des x et des y respectivement, des 

angles qui ont pour tangentes — j— et — - — : donc les directions 

des puissances résultantes qui agissent sur chaque molécule d’un fluide en 
équilibre , sont perpendiculaires aux couches de niveau dans lesquelles 
ces molécules sont respectivement placées. 

273. Dans les cas où toutes les puissances sont dirigées à un 
centre unique et fonctions des distajtces au centre , l’équation d’équi- 
libre de l’article 266 devient 

* 

ou 

En supposant l’origine au centre fixe , cette équation devient 
= (xdx-\-yAy->t-idi); 

* 

et si la densité k est constante ou .fonction de p , l’équation de la sur- 
face d’une couche de niveau quelconque sera , 

x‘ —H _y* -i— J* := constante , 

équation à la surface d’une sphère dont le centre coïncide avec le 
point de réunion commun des directions de toutes les forces. 

274.. L’équation générale de l’équilibre des fluides , appliquée au 
cas de la pesanteur , devient , en supposant que l’axe des est vertical 
et que la pesanteur tend à diminuer les 1 , 



275- Si le fluide pesant est homogène et incompressible, on aura, 
en intégrant l’équation précédente , 

P = ^ 7 *-. — ZJ- . 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

théorémfs. 

PROBLEMES. 

Q = puissance d'rigée à 
un centre Hxe qui agît sur 
une molécule quelconque. 

a , b , e sont les coordon* 
nées du centre fixe , respec- 
tivement parallèles aux x , 

y et ï* 

i 

124. 

La surface d'une cou- 
che quelconque de ni- 
veau d'un fluide en é- 
quilibre , sollicité par 
des puissances qui ten- 
dent à uh centre com- 
mun , est une surface 
sph# riqiic dont le centre 
coïncide avec le point de 
réunion des directions de 
toutes les puissances. 

19I. 

Trouver Péquatton dV- 
quilihied'un fluide, dans* 
le cas où les puissances 
sollicitantes ont des di- 
rections qui tendent à 
un centre commun. 


• 


• • 

^ — la force accélératrice 
de 1a pesanteur. 

^ = la pression ^rapportée 
^ funiié de surface » qui a lieu 
dans le plan horizontal pas- 
sant par l’extrémité de 

A = la densité des mo- 
Ictfties fluides tomprises dans 


i2y. 

Dini le eu de l’équi- 
libre des fluides pessns, 
les raolécules d'une mê- 
me couche horizoniale 
sont égilement pressées. 

♦ 

192. 

Trouver l'équation de 
l'équilibre des fluides pe- 
sans. 


I 
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2 y6. La pression qu’on vient de trouver, ne dépendant nî des 
coordonnées jc et ni de la forme du vase , mais uniquement de l’en- 
foncement de la molécule au-dessous de la surface supérieure du fluide , 
on déduit de l'équation précgdente l’égalité de pression dans toutes les 
couches horizontales , et le niveau du fluide à sa surface supérieure, 
dans des tuyaux qui se communiquent et dont le nombre et la courbure 
sont arbitraires. 

2 yy. Si l'on prend l’origine des j à la surface supérieure du 
fluide , et qu’on compte les i positives au-dessous de cette surface , 
on aura 

P (i a). 

278. Cette pression est rapportée à l’unité de surface; et on a, pour 
la pression d’un élément differentio- différentiel « de surface , la valeur 

u'rr(i H- a), 

qui est le poids absolu d’un prisme du fluide , dont la base serait ai et 
la hauteur j -f- a, 

La pression à la surface supérieure serait ut/j; c’est celle due à 
l’atmosphère ou à une puissance quelconque qui agirait également sur 
tous les points du plan horizontal passant par l’origine des z- Cette même 
pression, à une profondeur mais dans l’hypothèse où on aurait établi 
le vide au-dessus de la surface supérieure , serait «ttj/ d’®ù on conclut 
le théorème 1 16. 

27^. On trouve piour la somme des pressions normales qui s’exercent 
sur une surface quelconque , 

• -f- ] , 

qui a pour valeur, .. .tt A (H -H a) , 

et d’où on déduit les théorèmes 127 et 128, en obsers'ant que 'K AH 
se rapporte à la pression particulière du fluide, et ’k A a à la pression 
qui s’exerce sur une étendue égale à de la surface supérieure du fluide. 

280. On a , art. z6i , 

valeur qui, substituée d»s celle de l’art. 278 , donne pour la pression 


a 
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NOTATION. 


ce pUn horizontal , qui , pour 
le cas de l’art. 275 , est la 
densité constante de toute la 
masse fluide. 

P =z U pression, rapportée 
k l’unité de surface de l’at- 
mosphère ou-toutc^tre pres- 
sion constante qui s’exerce à 
la surface supérieure du flui- 
de. S’il s’agit de l’équilibre 
de l’eau , P équivaut au poids 
d’un prisme d’eau qui a l'u- 
nité pour base et 10,392 
mètres de hauteur. 

<7 = la hauteur d’un prisme 
I du fluide homogène et incom- 
pressible dont on cherche la 
pression., ce prisme ayant l’u- 
nité pour base et un poids 
égal à P, 

h = l’abaissement de l’o- 
rigine des I au-dessous de la 
surface supérieure du fluide. 

T = la pesanteur spéci- 
fique du fluide supposé ho- 
mogène et incompressible. 

• 

A ^ surfice dont on 
cherche la pression. 

^ = la distance du centre 
d’inertie de la surface pressée 
à la surface supérieure du 
fluide. * 


^ 3 ' 


DÉFlNmONS. 

THÉÜRÊMES. 

PROfiLli^ES. j 

îî- 

126. 

.' 93 - 

De l’insuu- 

Un fluide pesant doit 

Appliquer cette équa- 

ment appelé sjf- 

s'élever au meme niveau 

lion au cas où le fluide 

phon. 

dans un nombre quel- 

est homogène et incom- 


conque de tuyaux ou 
syphons , de courbure 
arbitraire, qui commu- 
niquent entre eux ; et 

prcssible. 


celle propriété a lieu é> 
gaiement clan» le vide 
et dans un milieu qui 
exercerait sur tous ics 
points de la surface su- 

• 


perieure du fluide une 



pression commune quel- 
conque. 

127. 



Une portion diffe- 
rentio- différentielle de 
surface plongée dans un 
fluide pesant , homogène 



et incompressible , é- 
prouve, dans le cas de 
1 équilibre une pression 
égale au p#ids d'un pris- 



me de ce fluide qui aurait 
ceiiesurfacepourbase, et 
pour hauteur son enfon- 



cernent dans le fluide; 
plus a la pression que 
cette même surface é- 
prouverait si elle était 

» 


placée au niveau siipé- 



rieur du fluide. 
■ 28. 

m 

• 

Si une surface quel- 
conque est plongée dans 


* 

un fluide pesant, la som- 
me des pressions noroia- 

1 


les qu’éprouve chacun 

k 


232 COURS DE MÉCANIQUE, 

qu’exerce un fluide pesant, homogène et incompressible, sur un élément 

diflcrendb- différentiel de surface, 

•k(i a).dx H- (-^) -H (’-^ ) ]' 

281. Et les composantes de cette pression, parallèles aux axes 
coordonnés , sont 

i des X. . . — TT ('s -f- a)(-^)dx.dy 
des y . . . _ -f- a)(-^)dy.dx 

a y 

des J. . . “h- a)dxdy. 

282. Concevons deux plans horizontaux infiniment près, qui 
coupent la surface pressée et qui comprennent entre eux une zone 
fermée , et dont le contour entier soit en contact avec le fluide. Obser- 
vons ensuite, l.° que (—^ ) dx et (-^)dy sont égaux entre eux, 

et à la distance entre les deux plans horizontaux ; 2.° que j est constant 
pour la section de la surface faite par l'un ou l'autre de ces plans ; 
3 .° qu’il y a toujours soit dans la direction parallèle aux x , soit dans 
celle parallèle aux y , deux élénjpns opposés qui ont la même projection 
di, dy, sur le plan y h ou d'h dm, sur le plan xi, et qui éprouvent , dans 
ces directions respectives , des pressions égales et directement opposées , 
et nous aurons pour la zone dont il s’agit , 

S[- 7 rfi ajf-^jdxdy] =~ o 

-4- ^)(-^)dydx] = O. 

La même destruction des forces a lieu pour une portion quelconque de 
la zon^ dans le sens parallèle à la corde qui soutend l'arc de courbe que* 
cette portion de zone embrasse ; et le résultat' de cet article donne le 
théorème i 2p , en observant qu’une suite de zonhs élémentaires pour 
chacune desquelles la propriété sus-énoncée a lieu , fournit une zone 
de grandeur finie qui jouit de cette même propriété. 
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NOTATION. 
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DÉFINITIONS. 

^^ÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 



de scs clémens esc égait 
su poids d*un prisme du 
même duide dont U base 
contiendrait autant d'uni- 
tés superfictclloa que la 
surface pressée , et dont 

>94- 

Trouver les compo- 
santes , paratlèles aux 
axe» coordonnés , de la 
pression qu'un fluide pe- 

• 


la hauteur serait égale à 
renfoncement dans le 

sant, homogène et in- 
compressible , supposé' 



fluide , du centre d'iner- 

en équilibre, c»ercc sur 



tle de cette surface pres- 
sée; plus à la pression 

un élément diAféreniio-j 
diflercnttel d'une surface; 
quelconque. 


, 

qui s'exerce sur une por- 
tion de la surface supé- 
rieure du fluide pareille- 
ment égale É la surface 
pressée. 

• 


129. 

Une surface étant plon- 
gée dans ua fluide pe- 
sant et en équilibre , les 
pressions horizontales 
qui s’exercent sur une 
zone de cette surface 
renfermée entre deux 
plans horizontaux et sup- 
posée en contact avec le 
fluide dans toute son é- 

» 


• 

tendue, se détruisent ré- 
ciprot^ement. 4-a même 
destruction .a lieu, pour 



. 

00 e portion de cette zo- 
ne , séparée*du reste par 
un plan Vertical , relati- 




ventent aux composantes 

• 

• 


horizontales parallèles à 
ce plan vertical. 

• 


. 


Gg 


• 


• 

♦ 


• 

• 


©igttÆcd by Google 


234 'COURS DE MÉCANIQUE, 

283. Soient Zi C» cooj^mces dç deux i;l(finens différentio- 
difTcrentiels opposes de la surface pressée cju’on suppose se trouver dans 
la’mcme verticale et avoir dxfiy pour projection sur le plan des xy ; la 
pression, parallèle aux du prisme infiniment mince terminé par ces 
deux élémens dilférentio-diflcrentiels , sera 

— 2 , -+- a),IxJy. 

C’est la même pression verticale qu’éprouverait le prisnie élémentaire de 
fluide qui remplace le prisme correspondant du corps plongé: conclusion 
, qui d’ailleurs est évidente d’elle -meme. ^ 

En étendant ce résultat à une portion finie et à toutes les valeurs 
possibles de , parmi lesquelles se trouve J, .= o, on trouve les 
théorèmes 1 3 o et i 3 i . 

284. Les composantes uniques qui représentent les sommes des 
composantes élémentaires de l’art. 281, sont :\ des distances des plans 
coordonnés dont voici les valeurs: 

J' 1 éî <’} z ( ' 

S\(z-^ a) 

■*" Uî “)y ( 

S\U-^ ( ~) 1 

^ \(i i( 

S[(X. o) (-^)dy.dx\ 

a) X ( dy.dx \ 

a y ' 

S[(z-*-oJ (-^Jdy.dx\ 

K ; a) yày.dx } • 

J' I ^ î a; dx,dy\ 

^ *4- a) xdx.dy] 

* J' UC a)dx.dy 

en prenant les sommés dans 1 ciendue convenable. 


I xy est. 


X , dont la distance ^ 
au plan 


Composantes 
uniques qui repré- 
sentent les sommes , 
des composantes k~ 
l^menuircs p.raliè- ^ ,, 

au plan. . . ' 


1 xy est. 


les 


s desi . . 


V 


Z, dont la distance 
au plan , , 






yZ «t. 
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NOTATION. 


Z‘ Z» coor- 

données de deux élcmcns dif- 
fércmio - dirtlreniiels d*unc 
surface pressée par un fluide : 
élémens qui sont supposés 
placés dans la meme verti- 
cale. 


a , , y et f ont la meme 

signification qu’à l'article 
2B4. 


os:riNuioN$. 


THÉORÈMES. 


130 . 

Un prisme vertical pris 
dansun corps plongédaiu 
un fluide pesant et en c- 
jqailibrc et dont les deux 
bases font partie de la sur- 
face de ce corps , éprouve 
|la meme pression verti- 
cale que le prisme de 
^uide qu'il remplace. 


131, 

Un corps plongé en 
tout ou en* partie dans 
un fluide pesant et en 
équilibre , éprouve de la 
part de ce fluide une 
poussée verticale repré,- 
sentee par une pniissance 
unique , égale au poids 
de la masse fluide dé- 
placée , et dont la direc- 
tion passe par le centre 
d'inertie de cette masse ; 
d'où il suit que ce corps 
perd une partie de son 
poids égale au poids de 
la masse fluide qct'il dé- 
place. 


PROIILEMES. 


I9J. 

Une surface .courbe 
étant pressée par un fluide 
pesant, homogène et in- 
compressible, trouver les 
sommS des composantes, 
parallèles aux trois axes 
coordonnés , des pres- 
sions , et les distances 
aux trois plans coordon- 
nés , des directions des 
trots composantes qui 
représentenrccs sommes. 

.. •' ‘ 'i 


Gg 2 
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285. Ces trois composantes se réduiront à une composante unique, 
lorsque les conditions énoncées art. 1 4p , aufcnt lieu. Dans ce cas , 
b composante unique sera 

/? = -f- r* -t- Z*;, 

et fera respectivement avec les axes ds e.r, des et des des angles 
dont les cosinus seront 


X y Z 

y(x^ y ^ z‘j ' ✓( -f- r' i' ) ' y* -t- z‘) ' 

28^. Les momens des poussées pA rapport à chacun des axes 
coordonnés , sont : • . , 


Sorome 
do inomcni 
des pressions 
pir rapport 
aux axos 


deix...TlJ[îfj-t- a) (-^~} rf/.d»] [ 

4IJ1 • 

d«/. . .T I ) 

4 t A 

• J 

dci — -S" [«("î -J— .^'0' .</*]). 


287. Soit une surface cylindrique, à base quelconque , dont la 
ligne droite génératrice est horizontale , parallèle à l’axe des .v et de 
longueur \*riable ; cette 'surface étant supposée présenter’ sa convexité 
au plan x z donnera ^ 




= ,/z: 


ensuite, pour intégrer par rapport à dx , il siiffira de substituer ^ à Jx/ 
ce qui changera les valeurs de l’art. 281 en 


I^V=0, y= — ’ Z = — frS[^('z-i-^aJd/]; > 

et on aura pour les distances des directions de J' et de Z aux plans 
coordonnés ; en observant* que chaque zone horizontale élémentaii^ 
étant également pressée sur toute sa longfieur , on peut la regarder 
comme concentrée dans son point milieu , auquel les coordonnées x , 
_)> et J sont censées appartenir. . , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• ■ 1 



1 96. 

A' = — ^.S [ C î üj \ 


• 

Trouver , lorsqu'il 
existe une résulianicuni- 

y = — r.Slfz -*- «) 

T 


qae, SI qiianiirf et 'sa 
direction. '' 

Z — v. s Kl-*- aj dxdji]. 

• 1 

• t 

M > .)f. Il' • ih 



■ . • - tj ■ J. 

. •.'i ’ 97 - 0 

^ * • l 

• 


Trouver > par rapport 


• 


à chacun des trois axes 
coordonnés, les sommes; 
des momens des pres- 
sions. \ 


® , 

. * h 

• ’i* ■) 

* 


" ‘ ' \ 

* ■ , . J. ■■ : ' t . 

• 

' * ■ ' • i • 

• 

... •• , . 

1 

198, 

Appliquer les soLitions; 
des problèmes généraux 




213 , 224, 22J et 226, < 




t.’ Au cas d*une sur -1 


;■ • , ■•••■••■ 


face cylindrique i l>ase 

J = U longueur d*une 
zone horizontale quelconque, 
inôniment étroite, de la sur- 
face cylindrique. 

X la distance du milieu 

r, *. > 

. .1 . r 

quelconque, dont laligoc' 



droite génératrice est ho- 
rizontale; 

de ^ au plan des 


' , 

■ . . . - ■ 


. 

• 

1 * 

• 


.. 

..] » . 1 ■ 
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' Ulstinn de U direction 
de Y au plan des 

‘ >i . ' 

I PUnnee de la direction^ 
de Z au pian de. . . 


\xj>. 


'yz- 


* i- 


yz- 


■H 

izft 


\ ■ 

•J| 

E 

ij' 


a/azt 

s\ 

E* 

fz 

-f- 

e) ./î ) 

•>1 

£ 

(Z 

-S- 


■ri 

E.r 

A 

H- 

a} Af\ 

■i\ 

E 

(Z 

■*- 

“) 0 1 

•n 

Ex 

A 


«)dy) 

•>1 

E 

(Z 


“ 1 


Les deux composantes V et Z 
(pourront se composer en uiie 
'seule, si elles sont à la même 
distance du plan ou si on a 
■f I jxfi -t- <;./;! _ 


JIE U- 


‘Uy 1 


•HE 


Si ces deux directions sont dans le même pian vertical , d'après la 
Condition énoncée citdessus , qui est comprise dans celle de l’art. 1 , 

la résultante unique kura pour valeur , 

' -^VxsiKi H- rr;r/j]!‘ .-I- 'sz;r/,]r. 

et fera avec l’horizon un angle dont la tangente sera 

! - S[^rz «)>ty^ 

î •J'IE ('î •+■ ’ 

pe contour de la surface pressée devant être donné , on a ^ et .v , 
chacun en particulier , en fonction de j. On a aussi une équation entre j 
et y , qui est celle de la section verticale de la surface ; en sorte que toutes 
les intégrales de cet article dépendent des quadratures. 

Si la surface est terminée par deux plans verticaux parallèles au plan^- 
et dont la’’’ distance =• h , on aura ^ i , x = b H- c; et il n’y 

aura plus d’autres variables que j et y. 

0 • 

288. Supposons que la ligne droite génératrice de la surface 
cylindrique soit verticale , de longueur yonstanle , son extrémité supé- 
rieure se trouvant toujours dans le plan ides xy à la surface supérieure 
du fluide ; supposons de plus que la silrface pressée ait avec le plan 
des xz deux intersections sur deux lignes verticales, le point supérieur 
de l’une de ces ligne| étant l’origine des coordonnées ; on aura 

( La valeiir de V est la même qü*on olnfendrait 
Z = o,A’=o, pour Iç parallélogramme don* b serait la base ec ^ , 

Distance dej/î*.. 1 la'haiiieuri 

la direction dc( r \ ^aut, dans chaque cas d*application , donner 

là l’indéterminée ^une valeur particulière relative 
\à la hauteur sur laquelle on veut avoir la pression. 




Kauplandes-..^ - 'x^ 4. a 

Si la surface siperieure du. fluide n’éprouve aucune pression. 
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! 

' 1 : ; ôr. 

. .f.l 



.. :'I 



■,>>./ - 

t f i' '.- 1' -G ' \/l 




• 



. .i -i \ .■ > 



. !> J 

. • 

: t. I 

.) » .i 




, . . . • , 


* - ■ 

.... 1 

, 1 • - : 

. . ’i.; vr'. f , ■ . 

I 


*:« : » : • ; . . . 

1 ‘ . J . 

> -J 1 j!. ' ; . i 

• 

. ■ : 

\ 


I . 

.. ; . • Il 

( • _ • 

• f 


• r.; • *i;.' .) ) 

: ■ î. . i : - ï . 

.r., „■ ... 

. / . .ji. îîi*: . ' 

c “Jm disttnce lu plan / ^ 
de celui des pUns verticaux 
qui en est le plus près. 

I. :: 

)f- 1 î; , 

• . • : T ■ j- 

» . i • f . , , i 

•r ■ I; ' ; ■ î- 

J - - t:. ' ) j;! . 

a.* Au cas d*imc sur- 
face cylindrique, à base 
quelconque, dontlaligne; 
droite genératfice est ver- 
licalc,' • ' M 

! 




• 




h = distance entre les 

1 



deux lignes d'intcrscclion du 
plan et de la surface cy- 

lindrique. 

i 

. ' 



\ . } 


• '1 .1 

. t • ’ 
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i on a à zr: o ; et la distance de la direction de Y au plan des xy 
devient — 

28^. Il rtisulte du théorème 13 i . que ii un corps solide et homo- 
gène est plongé dans un fluide pesant , homogène et incompressible, 
le centre d’inertie de ce corps montera , n’aura aucun mouvement ver- 
tical , ou descendra respectivement , selon qu’une des trois conditions 
suivantes aura lieu ; 

I P l^< TT U ; P V 'X U ; pV>'x U. 

' ' 

2 po. Supposons que le corps soit composé d’une masse de forme 
quelconque, entièrement submergée et ;\J’extrérriité inférieure d’un 
cylindre, de telle manière que les centres d’inertie et de figure de toq^ 
le s^istème se confondent en un seul point situé dans le prolongement 
' inférieur de l'axe Ju cylindre; on aura l’instrument nommé aréomètre. 
qui , lorsque la densité du fluide sera assez grande pour que la condition 
P V < 'TT U puisse être remplie , en Ÿ joignant celle qu’ufp partie du 
cylindre soit submergée, aura une position telle que l’axe du cylindre 
sera vertical. Cet Instrument, très-utiïe et très -employé dans la phy- 
sique , la chimie et les arts , sert à comparer et à mesurer les pesanteurs 
spécifiques des fluides par ses différens enfoncemens. 


2^1. L’enfoncement dû à une pesanteur spécifique donnée, se 
calcule par la formule 

P ^ w ëunt l'excès do poids de 
i rinstnimerit sur le poids de l'eiu ^épU- 
Icée par ia boule » on ta la raison de 
lia sensibilité de rarcomètre , dans U 
r possibilité de rendre» par la construction 
jde cet instrument , l’excès^ — tv aussi 
/petit qu’au veut , de telle sorte qu'on 
f léger cbangement dans v cause un grand 
[jehangement dans x. 

2p2. Si l’on suppose que tt devienne •7r',on aura, pour le rapport 
entre l’augmentation de pesanteur spécifique et l’élévation de l’aréomètre. 


-T , d’où .V =: 


^(r.— 

. Y 


4/’év — t; 
n -nu' J* 


On aura en mCmt temps * J ji' et i J 


Digiu<?cd by Gt , 


3-* PARTIE, I.” SECTION. HYDROSTATIQUE. 24.I 


NOTATION. 

définitions. 

T H i 0 B É M K s. 
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y =: volume du corps. 




(J r= volume du fluide 

56. 



(ii-puce. 

De rinsirumcnl 



y — volume de li partie | 

appelé ariomitrg. 



du corps tjui , fi.tce i I cxir^- 




niiic intérie.ire du cylindre, i 




fit loujours submirgée. j 




P z= pesanieur absolue du . 




corps. 



, 

T = pcsinteui Jpccif.que . 



t 

du fluide. j 

J 



ir' = une autre pesanteur 




»pcLifi<]ue doni 1 «icomcirc 


. 


donne la dillérence avec la 




prccfdfcuic. 




X =: la longueur submer- 



199. 

gee de la tige de l’aréometrc 



Les dimensions , la 

pour la pesanteur spécifi- 



forme et le poids d’un 

que T. 



aréomètre étant connus , 

x‘ “ U longueur cotres- 



trouver de combien il 

pondante pour la pesanteur 



s'enfonce dans un fluidei 

apécibque 



d*une pesanteur spécifi- 

^ = le diamètieaie la tige 



ejue donnée et recipro- 

de l’aréomètre. 



quement, déduire la pc- 

n := le nombre de fois 



santeur spécifique deTcn- 

que le diamètre est contenu 



fonccment. 

dans 1a circonférence. 

. ; t 

iji. 

200. 


J * 

Le diamètre de la parti 

Trouver , au moyen 



cylindrique ou de la tig 

de l’aréomètre , la iliffé- 



de raréonièire demeurant rence et le rapport des 



le meme, la sensibilité' pesanteurs spécifiques dej 



de cei instrument, pourîdcux fluides. 1 

. 



H b 


Google 
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il’où l’on déduit 

X , *')l’ 


f 


■Z II V . ^ . 

♦ P — jni(x — X 


2p5" La pesanteur spécifit|ue restant la meme, si l’on place un 
poids additionnel au haut de la lige de rarcomèire , l’enfoncement sera 

I +" 

AT — .V = 7-. 

• nx J 

2^4. La densité -tt devenant tt' , et ayant -tt' >7r, si l’on charge 
l’aréoinctre d’un poids a> , tel <[ue a ne varie pas , on aura 

X P ^ ^ ûtx 

■X- ~ P U ‘ P ’ 

Ces formules contiennent tout ce qui est nécessaire pour appliquer le 
calcul aux observations faites avec l’aréomètre; graduer cet instrument, . 

former des tables , &c. , pour les Huides homogènes et incompressibles 
qui jouissent éminemment de la propriété énoncée art. 247. Mais on 
a fait abstraction de l’adhésion et de toute espèce d’action du tluidc sur 
le corps plongé , différente de la pression hydrostatique calculée art. 

27P , circonstances auxquelles il faut néanmoins avoir égard dans les 
expériences trcs-délicaics. . . 1 

2^5. Nous avons supposé au corps plongé, dans tout ce qui pré- 
cède, une situation telle, que les actions combinées de sa pesanteur et 
de la poussée du fluide ne tendaient pas à lui faire changer de position ; 
il faut , pour cela , que les forces résultantes qui représentent cette pe- 
santeur et cette poussée , soient égaies et directement opposées , et la 
position du corps, dans ce cas, se nomme position <fcipititbre. 

Les positions d’équilibre d’un corps sont données par les racines d’une 
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• 


indiquer les changemens 
de pesanteur spécifique, 
est proportionnelle à son 
poids absolu. Cette sen- 
sibilité est , en général , 
pour diflereiis aréomè- 
tres , dans les raisons , 
directe du poids de l’ins- 
trument , et inverse du 
carré du diamcUC de la 
tige. 

>33- 

LVnfoncement de l*a- 
réométre dû à un poids 

1 

201. 

Trouver l’cnfonce- 
mentdc l’aréomètre pro- 



additionnel placé au haut 
du cylindre , est, lorsque 

dutt par un poids addi- 
tionnel placé au haut de! 



la pesanteur spécifique ne 

»a lige. 



change pas, proportion- 
nel à ce poids dans un 

202 . 



aréomètre donné. Pour 

Tronver , par l’emploi 


t 

differens instrurociis , 

des poids additionnels 



renfoncement suit les 

placés au haut de la tige, 


' 

raisons, directe du poids 

d'u n aréomètre , les d rfle- 1 

■ 


additionnel , et inverse 

renec» et les rapports 



du carré du diamètre de 

des pesanteurs spécifi- 



la (igc. 

13 +. 

ques de plusieurs fluides. 
203. 


i 

Un corps plongé dans 

Trouver la position 


i 

un fluide pesant, homo- 

d'équilibre d’un corps 



mogene et incompressi- 

homogène plongé dans 

i 


ble, est dans une post- 

un fluide; ce qui se ré- 


57- 

lion d’équilibre lorsqu’il 

duit en général k ré- 


Des positions 

déplace une portion du 

soudré le problème sui- 


d’équilibre d’un 

fluide d’un poids égal au 

vant : 


corps plongé dans 

sien , et que, de plus , 



I un fluide. 

lu ceniret d’insnie de 

Couper , par un plan ^ 

H li a 
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<5(juation qui en indique le nombre; elles sont quelquefois en nombre infini, 
ce que l’analyse indique pareillement. Le problème general de la reclterche 
de la position d'e-quilibre d’un corps peut se ramener au suivant ; 

Couper , par un plan, un corps homogène tic fgure donne'e , Je manière que 
le volume Je l'un quelconque Jes segmens soit à celui Ju corps Jans un 
rapport Jonne' , et que la ligne Jroite qui passe par le centre J inertie 
Ju corps et par ceux Jes segmens , soit perpcnJiculaire au plan coupant. 

Voici la solution géne'rale de ce problème. 

Prenons l'origine des ccKirdonnécs au centre d’inertie de la masse 
entière ; les équations de rf/.vc normal étant 

Z = ^x; Z y = 

l’équation d’un plan quelconque perpendiculaire à l’axe normal ou pa- 
rallèle au plan coupant, sera 

Z H — — H — —y = ^ (“)• 

î. î. 

K , K et K sont les distances de l’origine auxquelles ce plan 

rencontre respectivement les axes des j , des / et des .v / la partie de 
\’axe normal comprise entre l’origine et ce pian , a une longueur égale à 

^ y 

et les cosinus des angles que ce même plan fait a,\ec les plans des xp, 
des A J et des yj, sont respectivement 


plan xy . . , 

l- 

z.‘) 

plan AJ. . . ■ 


/f*,* .y/ + C.V 

plan y J . . . 

X, 

''(k’ ci 


La valeur de j tirée de l’équation (a) , et substituée dans l’équation 
2 = f(x,yj de la surface du corps, donne 

On trouve par les règles du calcul imé- 
gril , l'aire totale circonscrite par la courbe 
dont l’cquaiion est ci à côté , eapriosée ea 
fonction de X , x,, jr, et 


y» /t 
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PROBLÈMES. 



ce corps et du fluide dé- 

un corps homcglne de fi* 



placé somdansune meme 

gwre donnée , de manilre 



verticale. 

que le volume de l'un des 

M :=*voIame tnial du j 



segmens soit à celui dui 
corps dans un rapporti^ 
donné . et que la liene 



droite qui passe par le 

corps. Il 



centre d'inertie du corps 

Le flan coupant est celui 



et par ceux des segmens , 

qu*un suppose diviser le 


- 

soit perpendiculaire au. 

corps. 


. 

plan coupante 

Vaxe normal est la ligne 
q ii passe par l’origine des 
coordiinnies où est le centre 
cTinvrtie du corps et par les 
centres d’inertie des segmens , 
et qui CSC , pa» l’éiat de la 
([uestion , perpendiculaire au 
coupant. 

/î : I = rapport de h 
niasse entière à celui des 


• 

' 

segmens dont le centre d’i- 
nertie est dans la région 




des X J y , ^ positives, 

P ^ coor- 

données dece centre d’inertie. 



• 

X, = f(x,y) , cquauon 
de la surface du corps. 

A* =: la longueur , sur 
Taxe des comprise entre 

l’origine et le point où cet 




axe rencontre un plan quel- 
conque parallèle au plan cou- 




pant. 




1 A. = l’aire d’une section 




citi corps faite par un plan 
rjiielconque parallèle au plan 
coupant. Cette quantité A 
est tonciion de K , x, , y, 



• 

et 

A , = la plus grande va- 
leur de K , correspondante à 
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C’est l'(?quation de la projection sur le pian xy , du périmètre de la 
section faite dans le corps par le plan dont l’éqiiatioii (a) détermine 
la position. L’aire circonscrite par ce périmètre étant divisée par le co- 
sinus i,\ V(x‘ H- y,' -+- z' ) , donnera la valeur de A, qui est 
fonction de x^, y^, K. ■ 

Si l’on fait A zzz o , on déduira de cette équation une valeur de A', 
qui sera celle de 

Autrement , faisant dans l’équation 

K =~x -^y — f(x.y) , 


y = — donne pour la relation entre l’or- 

î» Zi 

donnée, j de l’axe normal et la ligne A', l’équation 


/C=( 

et faisant 




y. 




l> Z.' 

O, on aura une valeur de qui sera celle de 3 .,, 
correspondante à la plus grande valeur A", de K ; et les coordonnées 
de l’extrémité de A) seront 


», y, ( On 

' ^ Zii * y n ^ Zt/ ^ X — 


)ur> p>r conicquent 
*'é»/ + .r,,' -H î,.V. 


Maintenant on a pour la valeur de la somme des tranches élémentaires 
du solide perpendiculaire à l’axe normal , l’expression 


-r— : -/Ad IC. 

>'é», y. Z. ) ■' 

On intégrera en regardant A comme seule variable; on complétera l’in- 
tégrale dans l’hypothèse qu’elle s’évanouit lorsque A = A , , et on aura 
la valeur de la portion du volume du corps comprise entre les deux pians 
perpendiculaires à l’axe normal qui coupent cet axe aux extrémités de A 
et de A,. 

Cette intégrale sera fonction de x, , y, , 3, , K, et A. Si on l’égale à 
• , et qu’on déduise de cette équation une valeur de A', cette valeur 


sera celle de A ; l’équation du plan coupant sera donc 

*■ y, t- 

3 H 7- X -I —y — A,, 

V C» 

dans laquelle il n’y a plus que x,, y, et 3, d’mconnues. 
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celui des pUns perpendicu^ 
Uires à \*a*e ncrmul qui rise 
la surface du corps. 

la partie de V(ixe 
normal comprise entre l*ori- 
gtnc et le plan coupant, 

» et r sont les coordon* 
nées du centre d*ineriie de 

• 



la section A , respective- 
ment parallèles aux x, zxxx p 




et aux 

P, , p„ y sont les sommes 
des momens, par rapport aux 


. 

J. 

plans des xy, x^ 
des tranches élémentaires per- 
pendiculaires à Vaxé normal, 
prises depuis le plan coupant 
jusqu'à rcxtrc-mité du corps. 

9c^,y^ et sont les coor- 
données de lextrémité de K,. 



i 

• 




' 



f 



► 



'V 
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Pour les déterminer , on cherchera les valeurs de ^ , « et v , qui 
sont fonctions de .v ^ , y,, i, et K , et on prendra les intégrales 


-S Aid K, 


fA.dK. 


fA-dX. 

-<-o' y '/ -ey, -t- £, /' 

depuis jusqu’à AT,, en les complétant, de manière qu’elles s’éva- 
nouissent lorsque K =z K/, et après les avoir ainsi complétées , en y 
faisant K = , on aura ainsi en .v, , y, et 2, les valeurs de et 

Eadin , on posera les équations 


M 




M 


■y, = 


M 


' /<-/ . 


qui donneront , en quantités toutes connues , les valeurs de x^.y, et 2, *. 

La recherche des positions d’équilibre des corps flotians homogènes-, 
n’avait pas encore été , que je sache , ramenée à la solution du problème 
générai qui lait l’objet de cet article, où ce problème est , je crois, résolu 
pour la première Ibis. On peut appliquer sa solution à tout corps terminé 


* On peut prcsentcr U solution do problème , de maniéré q'ae les intégrales commencent 


à l'origine des coordonnées; pour cela, on prenJra rintcgrale 


fAdK, 


depuis = O , jusqu’à AT = Af, , en la complétant de manière qu'elle s'évanouisse 
lorsque A' o; et en y faisant ensuite A = A',, nommant Ai, citte intégrale dclînic qui 
est exprimée en fonction de y,<\. , la quaiiiiié Al, sera le volume de la parti ^ du corps 

comprise entre un plan perpendiculaire à l’aae normal qui coupe ccc axe à l'origine et 
la limite du corps. 


Au moyen des intégrales, délînie Al, , et indéfinie 


■ fAdK ( la pre- 


mière étant toujours supposée complétée de ounière qu'elle s'évanouisse lorsque Az=o) on 
aura A'„ en posant l’équatiOn ; ^ ; — fAdK~AI,^— /Ct dégageant A^ 


VJ 


dont la valeur sera celle de A„. 

Enfin, prenant les sommes des momens 


fAndK, 


J , — — f A t d K t i.° depuij X = O 

*1 < 1 . / *'(», 

jusqu’à X = X,, 2.” depuis X —O, jusqu’à X = X,, et désignant respectivement Ici 
iiilégriles dcBnies par P,, P„tp, , p^, p„ <!“■ seront fonctions de , /,et j, , on 
aura pour évaluer x, , y, et ^ , les équations 

M - „ M „ M 

Z. = K — P«, — F- • *. = .P, — Pr 
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par une surface courbe , dont tous les points se déterminent par une 
seule équation ; cependant il y aura beaucoup de cas où des considé- 
rations particulières et immédiates simplilieronf les calculs et abrégeront 
la solution. 

2^6. Les corps prismatiques , les cylindres à base quelconque , 
mais perpendiculaires sur l’arête ou apothème longitudinal, cl les solides 
* de révolutions, supposés homogènes, ont des positions d’équilibre dont 
la détermination ne souüre aucune dilHculté , ihéorème ijj. 


2p7> Les corps prismatiques où cylindriques , mentionnés dans 
l’article précédent , et , en général , ceux symétriques par rapport à un 
plan , ont des positions d’équilibre dans lesquelles le plan , par rapport 
auquel ils sont symétriques , est vertical , les conditions du théorème i 
étant d’ailleurs remplies. 


' • 

• 

298. Un exemple simple suffira pour faire voir comment différentes 
posiiiotis d’équilibre d’un corps sont données par . une même équation. 
Supposons que le solide est un prisme triangulaire dont les arêtes soietit 
horizontales et les plans des bases perpendiculaires sur ces arêtes , il 
faudra considérer deux cas; savoir, 1.® celui où les bases ont un angle 
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• 


> 35 - 




Lci solides de révolu- 
tion , les corps prismati- 
qges , dont les bases sont 
perpendiculaires à i'arcte 
longitudinale, les corps 
cylindriques dont les 
bases sont perpendicu- 
laires à la ligne droite 
génératrice ^Texpreasion 
surface cylindrique étaiti 

- 



prise dans l'acception la 
plus générale ) , tous sup- 
posés homogènes, ont. 


• 


entre autres positions d'é- 
quilibre, les deux posi- 
tions dans lesquelles Taxe 
de révolution , I'arcte 

• 



longitudinale ou la ligne 
droite génératrice sont 
verticales. 

I» 



136. 


t 

• 

Les solides prismatU 
ques et cylindriques sus- 
mentionnés, et ceux, en 
général , qui sont symé- 




triques par rapport à un 



• 

plan , ont des positions 
d'équilibre dans lesquel- 
les le plan par rapport 
auquel ils sont symétri- 
ques est vertical. 





204. 




Trouver Iss positions 

• 



d'équilibre d’un prisme 
triangulaire plongé dans 
un fluide , dans le cas où 

r 


• 

. Il 1 

• 
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plonge dans le fluide et deux angles hors du fluide ; 2.“ le cas inverse. 
Le premier cas conduit aux (-quations 

X* — arx’cos.m-.H — . zabex cos. ti — .ab'z=.o. 


y = “ - "T"' 

en supposant que l'angle plongé dans le fluide est celui formé par les 
côtés a cl b. 

Le second cas conduit aux équaiioift 


— 2fx’ cos.m -+- 


•» — f 


2 abex cos. n 


( — r)' » /• 

; a b =.0 , 


— y 


a b 


en supposant que le seul angle hors du fluide est celui formé par les 
côtés a ci b. ' 

Les équations en ,v ont trois racines positives qui résolvent la question, 
et une racine négative qui lui est étrangère ; ce qui donne le théorème 137. 

299. Si l’on applique la solution générale précédente au cas où les 
triangles des bases sont isocèles; en faisant a = b, on trouvera: 


Premiercas^dans 
lequel on suppose 
qu^ l’angle for- 
mé par les deux 
cotés épux est 
seul plongé dans 
le fluide. 


I/' position X 


2.* position 


position 


X = CCO 8 . ?/i V ( c' cos.* m — - ■ ■ fl* 1 

T 

P 

y ^ c COI. m — V ( c* COI.* m — a' ) 

P J 

X f ,coi. m ^ V ( c*.cos.* m — — a ) 

y c, cos.m V( c*.cos.* m — 1 valeurs de x ^\y 


Les seconde 
et troisième po- 
sitions offrent des 


Second cas, dans 
lequel on suppose ] 
que l’angle formé 
par les deux côtés 
égaux est seul 
hor. du fluide. I J., position 


!.'• positron X = ^ 

= r cos. m -t- V ( c* m — . 


\ y = c cos. m — V ( c* cos.* m — ^ ^ a^J 


Xégulrs et inver- 
’ sées; ce qui ré- 
sulte nécessaire- 
ment de l’isocé- 
lisme du triangle. 


— c cos. m — c* cos.* m — ^ a'J 


ly z= c cos. c* cos.* m — a* 


^1 
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a tx b sont les longueur» 



ses arêtes ( qu’on stip- . 

de deux des côtés du triangle- 



pose perpendiculaires aux ‘ 

e = la longueur d'une 



plans des bases) sont Iio* 

ligne droite qicr.éc du point 


■ ■- • - 

rizoni.lcj; .. i 

d’intersection de <2 et de ^ au 
milieu du troisième côté du 



1 Lorsqu'un des an- 
gles des bases est plongé 

triangle. i 

m -H ff = l’angle forme 
par les côtés a et b. 

• 


dans lè fluide , et les ; 
deux autres angles horsj 
du fluide ; | 



2 .* Dans le cas inverse. * 

m = l’angle forme par le 
côté a, et par la ligne c. 



• •• T 

n l’angle formé par le 




côté b et par la même ligne c. 

« 


.. 

X ex / ont leur origine à 


• 


rintcrscction des côtés act b ; 


'i7- 


X te compte fiir a , etj>tarbi 


Un prisme triangulaire 

, i . ■ 

la ligne droite menée par les 


homogône, plongé dans 

, . 

extrémités de x et^» est la 


un fluide» peut avoir trois 

Appliquer la solution 

ligne de lt<^aison , lorsque 

* 

positions d*cqQilibr& dans 

du problème précédent 

le corps est placé dans la 


lesquelles scs arêtes sont 

au cas où les bases sont| 

position d'équilibre. 


horizontales. 

des triangles isocèles» ctl 

/> et T sont respectivement 
les pesanteurs spécifiques du 



trouver les limites des! 
valeurs du rapport des 

corps et du fluide. 

» .* 


* • * . 1 
1 ■ 

pesanteurs^ spécifiques 
qui rendent ccitc solu- 
tion possible. 

1 1 

« 

ê 

I.’ ' .'i 

1 • i . 

t * 

» 

'■» » ^ ti 

» 
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254. .COURS DE MÉCANIQUE, 

La possibilité de la solution du problème précédent suppose que la 
valeur du rapport est renfermée dans certaines limites qui sont 
données par les inégalités : 

i.« Cas...-^> 


c , COS. .m 


Z.' Cas . . 


P 2 f — df.cos.m^ 


P a ^ c cos. ;/t 

m — ■ 


Daits le cas du triangle équilatéral , ces conditions deviennent respecti- 
vement : 

, tt Cas ^ i i Z. < JL 
I . v^as ... > .,'' 16 ' 


z.‘ Cas...-^<i. . 


Je m’abstiens, pour abréger, de donner d’autres exemples, celui-ci 
ayant d’ailleurs présenté tous les détails nécessaires à l’objet que j’ai en 
vue ; mais il sera bon , lorsqu’on exposera cette théorie aux élèves , de 
rechercher les positions d’équilibre de quelques autres corps. 


500. Le problème de la détermination des positions d’équilibre 
d’un corps flottant est lié à une théorie e.xtrèmement importante jsar les 
applications qu’on en fait aux constructions navales , celle de la stabilité; 
nous verrons bientôt la signification précise de ce mot. 

Un corps plongé dans un fluide étant dans la position d’équilibre , 
nous nommerons plan de flottaison la section de ce corps par la surface 
supérieure horizontale du fluide. 

Imaginons que ce corps soit infiniment peu dérangé de la position 
d’équilibre , de manière cependant que le poids du fluide déplacé de- 
meure toujours égal au poids du corps , le plan de flottaison sera en 
partie plongé au-dessous et* en partie élevé au-dessus de la surface 
supérieure du fluide ; et on démontre que la ligne droite qui séparera 
ces deux parties, passe par le centre d’inertie du plan de flottaison. 
Nous appellerons cette ligne axe du plan de flottaison. 


» 
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NOTATION. Il DÉFINIRIONS. THÉORÈMES. PROBLÈMES. 


J8- 

Pn plan de 
fiott»i\son d’un 
corps plongé et 138, 

en équilibre dans Un corps plongé dans 
un riuidc. un fluide étant dans la 

position d'équilibre , sMI 
vsc dérangé de cetic po- 
sition avec la condition , 
J." que le dérangement 

r\ i* J I est iiitinimcnt petit , 2." 

Del axe du plan . . j n j 

, a t|«e le piods du nuide de- 

de lioiuison. ^ \ 

place demeure toujours 
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2-^6 • •:COURS -DE MÉCANIQUE, 

501. Plaçons l'origine des x, y , j au centre d’inertîe du corps.’ 
Soit consiamment le plan xy le plan liorizonTal passant par le centre 
d’intr'.ie, l’axe dt s^ étant supposé parallèle à l'axe du plan de flottaison. 
On voit que dans la situation d’équilibre, la position des plans des xy 
et j3 n’cst pas la même par rapport au corps Iju’aprcs la rotation u; 
le plan seul des .vj coupe toujours le corps aux mêmes points. 

Le moment de la poussée du fluide par rapport à l’axe des;» seraégtil à 

Le moment est pris positivement lorsque la poussée du fluide tend 
à élever la région des x et 3 positives , et par conséquent à diminuer 
l’angle w. 


^02. Avant ainsi déterminé le sens dans lequel la poussée du 
fluide doit tendre à Ittire tourner, pour produire un, moment positif, 
on voit, par la nature des quantités qui entrent dans la valeur de ce* 
moment , que son signe dépend de celui de a et de la dilférence entre a 


et -y- ; celte valeur est 


l 'a est positif.. 


p 05 itivc Iors<|ue. 


^ a est lu'gitif et q'.ron a -p- 


miTIe lorsque a est né^Mif et qu’on a 


neg.^tive lorsque, . . . rr est négatif et qu’on a — — 


r Ce signe de a lieu lorsque le 
{ centre d'inertie du fluide déplace 
( est plus élevé que celui du corps. 



Ce ligne de n a linii lorsque le 
centre d'tucrtie du fluide déplacé 
est plus abaissé que celui du ^ 
corps. 


.. Dans le premier cas , la poussée du fluide dont la résultante est dirigée 
dans la région des x positives , tend à diminuer l’angle formé par les plans 
primitif et actuel des xy ou des ^3 , c’est-à-dire, a , par rapport à la rota- 
tion autour de l'axe des y , un efl'tit contraire à celui de la puissance qui 
a produit le dérangement. • ■ 

Dans le troisième cas, la poussée du fluide dont la résultante est 
dirigée dans la région des x négatives, concourt, quant à la, rotation 


f 

1 


I 

j 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

P = le poid« loul du corp.s 

*■ 

égal au poids du corps , 

2o6. 

OU celui du fluide déplacé. 


la ligne droite qui sépa- 

Trouver le moment 

y — le volume du fluide 


rera la partie submergée 

de la poussée d'un fluidej 

déplacé. 


du plan de flottaison de 

snr cm corps flottant în-j 

On nomme respeciivemeni 


celle qui ne l’est pas , 

Animent peu dérangé dc| 

,yldns primitifs et plans ac~ 


passera par le centre d i- 

la position d’équilibre, j 

ruels des xy ety^, les «ec- | 


nenie de ce plan. 

par rapport à un axe ho-j 

lions du corps par les^lans i 
tt dans la position 

d'équilibre , et après que 
cette position a été déran> 
gée par la rotation a autour 
de Taxe des p. 

NoUe Le mot plan des x/ ou 
des P J , sans cpiihcie , désignera 
toujours ie pU» aanel. 

q =r* le moment d’inertie 
du plan de flottaison par 
rapport à Vaxe du plan dr 


* 

rizontal passant par lei 
centre d’inertie de ce’ 
corps, eiparalléJeà Vaxe 
du plan de flottaison. 

fijttaison, 

a — Il disunce entre les 


* 


centres d'inertie du corps et 


, 


du fluide déplacé dans Ia po- 
sition d’équilibre, cas auquel 
CCS deux centres sont dans 




la meme verticale : cette dis- 
tance esc prise positivement 
lorsque le centre d'inertie du 
fluide déplacé est plus élevé 
que celui du, corps. 

6» =: l’angle inflniment 
petit décrit par le corps au- 
tour de Vaxe du plan de 
flottaison j à partir de la po- 



- 

sition d’équilibre. Le mou- 




vcment de rotation est sup> 

• 


•a 

posé tel , que 11 partie sub- 
mergée du plan de flottaison 
répond à ia région des x 



• 

positives. 



l 


U 

« 

• 

Kk 
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2^8 COURS 'de MÉCANIQUE, 

autour Je l’axe des y , avec la puissance qui a produit le d<îrajigement , 

et tend par conséquent à l’augmenter. 

Dans le second cas , la poussée du fluide dont la résultante passe 
par l’axe des y , ne tend ni à diminuer ni à augmenter l’angle décrit 
par le corps autour de cet axe. 

Ce moment , qui mesure l’énergie avec laquelle la restitution du 
corps à la position d’équilibre tend à se faire , est , comme on voit , 
proportionnel à l’angle décrit. * ^ 

■50 3" Si plusieurs corps flotlans sont, à partir de la position d’équi- 
libre , inclinés d’une meme quantité angulaire u infiniment petite , les 

valeurs de P ( a ^ ) qui appartiendront à chacun de ces corjis 

en particulier , mesureront leurs stabilités respectives par rapport aux 
a.xes autour desquels on suppose qu’ils ont décrit l’angle u ; stabilités 
qui seront positives , nalles ou négatives , suivant que les quantités quf 
les mesurent se trouveront dans l’un des trois cas de l’article précédent. 

■304. La résultante verticale de la poussée du fluide rencontre le 
plan xy à une distance { a H ^ « de l’axe des y , et se trouve 

dans la région des x positives ou négatives , suivant que le premier ou 
le troisième cas de l’article 302 a lieu. 

Cette même résuliante rencontre le plan primitif des yi is une disiancj 

« -I ^ de l'axe des v, et le point de rencontre se trouve pareillement 

au-dessus ou au-dessous du plan xy , qui renferme le centre d’inertie, 
selon que a H ^ est positif ou négatif. 

305. Le second point de rencontre dont j’ai parlé dans l’ariicle 
précédent , répond à celui que Bouguer a nommé métacentre. On voit 
que la poussée de l’eau tendra à diminuer ou à augmenter l'angle <* 
décrit par le corps flottant autour de l’axe des y , suivant que le méta- 
seatre sera plus élevé ou plus abaissé que le plan horizontal dans lequel 
se trouve le centre d’inertie du corps. 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

a » r 

PR BLÊMES. 

I • • 

1 

1 

« 

60. 

De il stabUUé 
d'un cerps iloi* 
tant , positive , 
nulle ou 
//Vf. 

1 

139. 

t.c moment dont la 
valeur est dcmindte par 
le problème 235 * est 
proportionnel à l'angle 
décrit par le corps autour 
de Taxe auquel ce mo* 
ment le rapporte» 

», 

• ' • i . 




207, 

Trouver, dans l'Kypo- 
thèse du problème pre-t 
cédmt , les distances À 
l'axedes^^ des points oCii 
la résultante rencontre, 
tant le plan actuel a 


6t. 

Du mcuccntre. 

Â 

140. 

Un corps flottant ayant, 
à partir de la position d'è- 
quilibrt , décrit un angle 
infiniment petit autour 
d’une ligne hoiiaonuli 
pusant par ton centn 

que le plan priniitif^j. 



’d’inertie , la pouisce du 

U 

t 



Kk Z 
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26o ' COURS DE MÉCANIQUE, 


506. Considérant ie moment de la poussée du fluide par rapport ' 
à l’axe des x , et prenant ce moment posiiivcment lorsque la poussée 
• tend à faire tourner autour de l’axe des x en élevant la région des y 
et J positives , on aura pour sa valeur 



Le signe de cette expression dépend de celui de A. 


307. La résultante de la poussée du fluide rencontre le plan xy ü 
une distance de l’axe des x , et se trouve dans la région des y r 

positives ou négatives , suivant que A est positive ou négative respec- 
tivement. 

On voit , par cette expression , que le point qu'on a appelé metace/ilrf, 
art. 305 , est à une distance du plan vertical .v j perpendiculaire à l’axe 
du plan de flottaison et passant par le centre d’inertie du corps , pro- 
portionnelle à U. Ce point se trouve toujours pour diflerentes valeurs 
de U qui se rapportent à un même axe de rotation sur une même ligne 
menée dans le plan primitif des yz, passant par le centre d’inertie et 

faisant avec l’axe des y un angle dont la cotangenie = Lorsque 

A = O , le métacentre est toujours sur une ligne de position fixe dans le 
corps et passant par le centre d’inertie. Nous examinerons bientôt ce cas. 


308. Généralisant les problèmes des articles 301 et 307, on 
trouve pour la valeur du moment de la poussée du fluide , par rapport 
à un axe horizontal quelconque passant par le centre d’inertie , 

P [ a sm. 6 -\ j U. 

Le moment est pris positivement , lorfque l’a.\e auquel on rapporte ce 
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NOTATION. 


A =; U somme des produits 
des -clémcns didcreniio-didé*- 
licls du plan de Hottaison par 
les recunglcs des distances de 
diaciin de ces élêmens à Taxe 
du plan de flottaison et à U 
ligne d’intersection du plan 
x^et du plan de flottaison. 
Les distanccsà l’axe du plandc 
flottaison sont prises positive- 
ment ou négativement, sui- 
vant qu’elles sc trouvent du 
coté de la partie submergée 
ou élevée du plan de flottai- 
son. Les distances au plan 
des sont prises positive- 
ment ou négativement , sui- 
vant qu’eilcs SC trouvent du 
côté des y positives ou né- | 
gaiives. 


9 ^ l’angle formé par l’axe 
des X et par l’axe auquel on 
rapporte le moment de la 
poussée du fluide. L’origine 
de Ç est sur l'axe des x, cl 
(es 9 positifs SC comptent dans 
la région des x et/ positives. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


|fluide tend à diminuer ou| 
à augmenter cet angle, 
suivant que le xnCtacentre 
est au-dessus ou au-des- 
sous du plan horizontal 
dans lequel se trouve le 
centre d’inertie du corps. 


PROBLEMES. 


308. 

Trouver, dans l’hypo- 
thèse du problème 306 , 
la valeur du moment de 
la poussée du fluide par 
rapport à un axe horizon- 
tal passant par le centre 
d’inertiedu corps , et per-' 
pendtculaire à une ligne 
qui, passant par le même 
centre, serait parallèle à 
r,rAe du pUin dt Jiùttal- 
son. 

309. 

Trouver, toujours dans 
les memes hypothèses , 
(a distance à l’axe des x , 
de la direction de U ré- 
sultante de la poussée du 
fluide, et la ligne tracée 
sur le plan primitif des 
j/î qui, pour dift’érentes 
inclinaisons autour d'un 
meme axe , est le lieu 
géométrique du meta- 
centre. I 


31 C. 

Trouver le moment 
de la poussée verticale 
du fluide par rapport à 
un axe horizontal quel- 
iconque ^passant par le 
centre d'inertie du corps. 


il 


i 
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' COUR's DE MÉC A NIQUE, 

moment , passant dans l’angle des .v et ^ positives , la poussée du fluide 
tend à faire tourner autour de cet axe en élevant l’axe des .v, bu, plus 
généralement, lorsque la partie du corps que la poussée tend à élever 
est adroite du spectateur, dont l’œil, placé à l’origine des coordonnées, 
regarde la partie de l’axe de rotation qui , d’abord placée dr.ns l’angle 
des .V et ^ positives, est supposée prendre diverses positions ea tournant 
de droite à gauche autour- de l’axe des 

En supposant A positif, l’expression précédente coïncide avec celles, 

ciro.iif. „ circoiif. 

des art. 301 et 300, respectivement, lorsque 8 = — ~ — et</= — - — . 

50^. Si l’on égale à zéro la valeur précédente, on trouvera 
tang. fl = — 

° a V t/ 

c’est la tangente de l’angle que fait avec l’axe des x la ligne horizontale 
qui , passant par l’origine , rencontre la direction de la résultante de lt\ 
poussée verticale du fluide. 

Celte valeur de tang. 0 peut aussi s’obtenir en divisant la distance 
"U. art. 307, à l’axe des x. par la distance 304, 

à l’axe des y. 


310. Si l’on suppose en général tang. 9 =r: ^ ^ — , la valeur 

du moment donnée art. 308 , deviendra 

t. f m — t ) _ « 

• P . P ü) cos. 0 , 

qui , en supposant que la résultante de la poussée du fluide rencontre 
le plan xy , dans l’angle des x et 7 positives , est positive , nulle ou 
négative, suivant que 

m > t , m = I , ou OT < I. 

En gétiéral , <s et A étant supposés positifs , l’expression précédente 
sera positive depuis 8 = arc tang. - - - ■ — , jusqu ’.à 0 = arc. tang. 

if- -J circonf, , et négative depuis cette dernière valeur de 0 

jusqu’à 9 = circonférence. 
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NOTATION. I DÉFINITIONS. THÉORÈMES. PROBLÈMES. | 


Trouver l’axe pissanij 
par le centre d’inertie par j 
rapport auquel la poussve| 
dfi fluide cat nulle. 1 


m esc un nombre positif 
quelconque. 


Are fing. — dé- 

aV -i- <! 

signe l’art dont U tangente 


Déterminer dans quelle 
étendue la position d’un 
axe horUontal passant par 
le centre d’inertie peut 
varier, sans que le signe 
du moment de la poussée 
du Suide change, et assi- 
gner la position qui sé- 
pare les moment positifs 
des taomeol négatifs. 


«K-*- i 
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264 . . 'COURS D E M ÉCANIQUE, 

jr I. La quantité q qui entre dans là valeur du moment,' donnée 
art. 301 , y a été introduite par la considération des centres d’inertie 
des onglets élémentaires , engendrés par le plan de flottaison autour de 
l'a.xc du plan de flottaison ; et on peut remarquer que les distances , à ce 
dernier axe , des centres d’inertie des onglets , sont respectivement égales 
aux distances au même axe considéré comme axe de rotation des centres 
d’oscillatioti des segmens du pian de flottaison correspondans aux onglets. 

312. St le plan de flottaison est symétrique par rapport à sa ligne 
d’intersection avec le plan vertical primitif des .vj, qui est perpendi- 
culaire à l’a.vf du plan de flottaison et passe par le centre d’inertie du 
corps, la valeur du moment de la poussée du fluide, donnée art. 308, 
et rapportée à un axe horizontal quelconque mené par le centrp d’i- 
nertie , devient , en observant que A = o , 

P ( et — l— — ^ J tà sîn. 0 . 

y «• 

Ce moment est nul lorsque 6 = o , et il devient P (a H — 

Lorsque 0 = ^ eireonf , la distance de la direction de la résultante 
au plan des x 1 est nulle. Les mêmes choses ont lieu , à plus forte 
raison , lorsque le corps entier est symétrique par rapport au plan primitif 
des XI, . 

51 J. Le cas des corps prismatiques et cylindriques homogènes, qui 
dans la position d’équilibre , et après l’inclinaison « , ont leurs arêtes 
et leurs apothèmes horizontales , fournit une expression encore plus 
simple , en supposant néanmoins que les bases de ces corps sont per- 
pendiculaires sur les arêtes et les apothèmes. On a pour le moment de 
la poussée du fluide par rapport à un axe horizontal quelconque passant 

par le çentre d'inertie, en observant que dans le cas dont il s’agit, 

— J- JL 

— A • 

-H sin- 9 - 

La même formule s’applique à une surface plane verticale. 



( 
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NOTATION. 


DàWNniONS. 


A — r«ire de U base du 
prisme o«i du cylindre. 

^ = Ia longueur de. U 
ligne d’ineersection .du plan 
de la baie ei de la surface 
horizontale do fluide, qu’on 
peut appeler %ne it flottai 


THEOREMES. 


I4I. 

Lorsqu’un, corpi flot- 
tant prend, i partir dr 
la situation d'équilibre, 
une petite inclinaison , 
les distances à l‘axe du 
\plitit de flottaison des 
centres d’inertie des on 
glets élevé et submergé, 
sont respectivement éga- 
les aux distances au même 
axe , considéré comme 
axe de rotation , des 
centres d’oscillation des 
segmens du plan de flot 
taison correspondansaux 
onglets. 


. i'î- 

Appliquer la solution 
du problème 110, 

I Au cas où le plan 
de flottaison est symé- 
triqde par rapport à sa 
ligne d’interiectijaii avec 
le pian vertical perpen- 
diculaire sur l’axe de 
flottaison qui passe par le 
centre d’inertie du corps. 


PROBLEMES. 


a.* Au cas des corps 
prismatiques et cylindri- 
ques homogènes , dont 
la position dans le fluide 
est telle , que leurs axes 
sont horizontaux ; 


J." ^ cas des surfaces 
planes verticales. 

Ll 
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Dans les*cas des deux articles prdcédens , la direction de la 
rcsuliante de la* poussée dû fluide se trouve toujours , quel que soit 
l’angle a, pourvu qu’on le suppose très-petit, dans le plan xj vertical, 
• perpendiculaire au plan de flottaison , et passant par les «entres d’inertie 
du corps et du- fluide déplacé. 

Le métaccntre est alors donné constamment par l’intersection d’une 
ligne de position connue et fixe dans le corps ( la verticale menée par 
son centre d’inertie dans la position d’équilibre ) , et d’une verticale 
passant par le centre d’inertie du fluide déplacé. C’est à ce cas que se 
rapporte particulièrement la dénomination de mêtacentre. 

Dans tout autre cas-, la distance du mêtacentre au plan xj dépend 
de l’inclinaison bi. Voyei l’article 307.. 


51^. L’axe horizontal passant par le centre d’inertie du corps, par 
* rapport auquel le moment de la poussée du fluide est un maximum , fait 
avec l’axe des x un angle dont la tangente a pour valeur 

a K ^ 

K * • 

Cet axe est à angle droit sur l’axe horizontal qui , passant par l’ori- 
gine ou par le centre d’inertie du corps , rencontre la direction de la 
résultante de la podssée verticale du fluide ; il se confond avec l’axe 
autour duquel i’anglé a est décrit , lorsque le corps est symétrique par 
rapport à un plan perpendiculaire à cet axe. 

316. Un corps homogène plongé dans un fluide, étant incliné, 
à partir de la situation d’équilibre , d'une quantité angulaire très-petite , 
avec la condition que le fluide déplacé a toujours un poids égal à celui 
du corps ( la poussée du fluide ne peut alors avoir d’autre effet que 
celui de faire tourner le corps autour d’un axe passant par son centre 
d’inertie) , on peut supposer que, dans cet état d’inclinaison , il n’a au- 
cune vitesse acquise , que par conséquent la poussée du fluide est une 
puissaiKe verticale qui prend le corps dans l’état de repos , et chercher 
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DÉFINITIONS" 

THÉOR tMES. 

PROBLÈMES. 


1+2. . 

Lorsque les corps flot- 


• 

tans sont de l'espèce de 
ceux auxquels se rapporte 
le problème a 1 3 , le mc- 
tacentre est donné cons- 
tamment» quelle qae soit 
rincUnaison » par Tinter- 
section d'une ligne de 
position connue et fixe 


. 

dans Je corps ( la verti- 
cale menée par son centre 
d'inertie dans la position 
d'équilibre ) , et d'une 
verticale passant par le 
centre d’inertie du fluide 
déplacé. - 

' 43 - ? 

L'aie dont on demande 

« 

■ * 

\ • , 

V 

214. 

Trouver l'axe Horizon- 


U position par U pro- 
blème 2iq., est à angle 
droit sur la ligne droite 
horizontale, qui, passant 

tal passant par le centre 
d'inertie du corps flot- 
tant, par rapport auquel 
le moment de la poussée 

• 

par le centre d'inertie du 
corpa , rencontre U di- 
rection de la résultante 
de la pousiée du fluide. 

du fluide est un f/taxi*- 
mum, en supposant qu’à 
partir de la situation d'é- 
quiiibre ce corps s'est in- 
cliné, d’une très -petite 

r 1 


quantité, autour d’un axe 
horizontal de position 

■ 


donnée , passant aussi 
par son ccocrcjd’inertje. 



• 


' 

, 


LI 2 


I 
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quelles seront les circonstances du mouvement. Je donnerai bientôt . la 
solution generale de ce problème pour un corps de figure quelconque : 
dans laquelle mfmc , sans nous astreindre à la condition que le poids 
du fluide déplacé et celui dn corps soient égaux , nous ferons entrer le 
.mouvement vertical du centre d'inertie. Le cas des, corps homogènes 
symétriques par rapport à un plan, se déJuirj^ aisément de cette solu- 
tiott ; et cependant , comme il peut fourni» une application facile et 
curieuse des formules des art. 3 t 2 et 3 t 3 . je vais exposer sur-le-champ 
la théorie de leurs oscillations. 

. * *' 

Un corps flottant homogène , symétrique par rapport à un plan , 
étant dans le cas exposé au commencement de cet article, en ajoutant 
à la condition que le centre d'inertie ne s’élèvera pas , celle que le 
plarr qui sépare le corps en deux parties égaies et semblables , est 
vértical'’, la poussée du fluide ne peut avoir d’autre effet que de 
faire tourneé le corps autour d’un axe hori/.ontal perpendiculaire à ce 
plan vertical. La force afcélératrice angulaire autour de cet axe a pour 
valeur, art. 200 et 301, ... 

. " •* (“V 

■ ' ' J.t' k‘ V 

expression dans laquelle tout est constant , excepté la distance angu- . 
laire u A la position d'équilibre, et qui peut prendre la forme 

équation Je même espèce que celle donnée pour le pendule “simple, 
article tay , e*t qui a pour intégrale , • 

; • ; T = nj. — cos.[t/^-£^^Çpl;][, '• 

qui représente toutes les circonstances du mouvement , 'et fait voir que 
ce mouvement est oscillatoire et isochrone. ; . . * • • •• 

' • h * * 

J 17. L* duree d*une oscillation cniîcre a pour valeur 


DiQi:.z:.:; iw f' jCoU 
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NOTATION.. 

DÊFI.NlTlüNS. 

■T H Ê 0 R È ,M E S. 

PROBLÈMES. 

. s 

\ ■ . ■ 

• 

1 ' 

• L • 

•• 

• * 

* • • 

. r , 

’ ' *15- ' 



' 

UntiOrps flottant ho- 

» 

• 


mogène, symétrique par 

.. 



rapport i on pian, étant 

J 



plongé dans un fluide. 

• 

* • 

, 

m 

avec Ta condiiicn^quc c«.: 

♦ 


* • 

plan soit vertical et que 



*' % 

la position du corps soit' 
très - peu* différente dej 

/ le temps. ' 

T — U durée d*une oscilla- 


r * 

la position tTéqailihfe 
trouver, dans l’bypoihése. 

.ion entière. 

n et û» sont respectivement 
-Cl . distances angulaires du 



oà ta vitesse initiale est' 


. • . - i 

nulle , et que le poids du ' 
fluide déplacé est égal à 

rorps à la position d’cqoilt- 

: ! ; 

■■ V " 

c(Itt.i du corps , . 

Sre dans le premier instant 
Ju mouvement et au bout 


» .* ' • .» .’i . . . .t 

.J - . . 'ia'l- 

d*un temps quelconque* 

, 

. r ^ 

** > A 

T = l’angle décrit par le 



r.* L’equation qui ex- 

corps au bout d’un temps quel- 

. » 

* ^ • 

prime toutes les circons- 

conque; on a é = A ^ . 


.l'a ■ 

tances du knoliv^mfiit ; 

^ la force ticcélératrice 


* , 


de la pesanteur. 


* s * , 

- -i„ 

h'" est le coéffici?nt de 



a ■ 

la masse dans la valeur du 

- ...» ‘ 

■ '44 


moment d’inertie du corps 

, 

Le corps dont on 

■ . ,v 

par rapport à l’axe horizon- 

» 

cherche le mouvement 


tal» passant par le centre d’I- 

■ ■ ; 

par le problème irj , 

• i-j “I ■ 

nertie , autour duquel se fait 
la rotation. * ' • , 


aura un mouvement os- 

- 

cillaioire et isochrone. 


V , A , IJ , a ei b onl le» 

• 


î.” La durée- des os- 

mém’es signiheations qui leur 

- ^ 

.. . 

dilations cniièies du 

ont été •itribuées depuis l’ar- 



corps J ' . ' 

(ticlc 301. 

- ^ 

1 • 

• \ 



/ ■ . • 
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jiSj'. Et la longueur du pendule sj’nclirone, égale- A la quantité, 
linéaire qui est divisée par la force accélératrice g de la gravité , a par 
conséquent pour vale'ur 


A’ V 


a y 


5 Lorsque le corps est prismatique ou cylindrique à base quel- 


conque , on a 

* 


.T = n [ I — ,cos. [fr/{ 


g(*liaj -t- h'J 


^ 12 A‘ A 

La durée entière d'une oscillation a pour valeur 


■j]\ 


T =V]/é — 

. ■ ' (12a A 


12 A' A 




et la longueur du pendu!» synchrone est égale à 

12 A' A ^ , 

11. a A -I- i* 

320. Il est bon d’appliquer les formules précédentes et celles rela- 
tives à la stabilité , à quelques exemples simples. 

Supposons que le profil transversal de la partie immergée d’un prisme 
soit, dans la position d’équilibre, un triangle isocèle, dont les sommets 
des deux angles égaux soient dans le plan de flottaison, le surplus du 
profil pouvant avoir une. infinité de formes, l’expresnon de la stabilité , 
sera 

(■ibh — - 4 - la') P 

positive , nulle ou négative , suivant^qu’on a ■ . 

, I ' • la' , ' 

=zi. ià-i . 


3 A -f- 


1 a' , , la 


et la longueur du pendule synchrone est égale à ■ . ' 

' J tA' ■ 

ji/, _ A' 2a* ' • 

Si le profil entier du prisme est un triangle isocèle dont le côté adjacent 
aux deux angles égaux soit horizontal , la stabilité aura pour valeur 

T . 


3 f' 
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NOTATION. I PtFINiTlONS. 


A =r la demUIargeyr du 
)araiIclogramfne de Hottai^ 
on ou la demi • base du 
riangle isocèle qui est le 
iroHI iransvcrsal de la partie 
mmergce. 

^ = la hauteur du même 
riangle isocèle. 

A =r la distance de la sur« 
ace supérieure do fluide au 
rentre d'inerire du corps. 

A* a la même signification 
ju’à Part. 3 1 J. 

P ^ poids total du 
:orps. 


P etv sont respectiremeni 
les pesanteurs spécifiques du 
corps et du Haide* 


THEOREMFS. 


PROBLEMES. 


3.^ La longueur. du 
pendule synchrone. 


^16. 

Appliquer la solution 
du problème précèdent à 
un prisme oit à an corps 
cylindrique b baic'quel- 
conque , dont Taxe Ion* 
gitudinal est horizonfal. 


.. t 


Trouver l'expression 
|dg|la stabilité et la lon- 
gueur du pendule syn- 
chrone dans le cas d'un 
^prismcr homogène flot- 
tant , dont l'axe longtin* 
dinal est horizontal , et 
qui dans la position d'é- 
quliibte , • 

I A pour profil trans- 
versal de la panie immer- 
gée un triangle isocèle , 
dont le coté adjacent aux 
deu)i#angles égaâx est 
dans le plan de flottai- 
son , le surplus du profil 
pouvant avoir I une infi- 
nité de formes ; 

a.® A pour profil trans- 
versal total un triangle 
isocèle , dont le côté ad- 
jacent aux deux arf^Ies 
égaux est horizontal et 
|hori du fluide^ > 
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positive , nulle ou négative ,* suivant qu'on a 






» c* 


et la longueur du .pendule synchrone sera 
I fi"i c‘ — 2/‘; 




521. Slpposons que le profil transversal de la partie immergée 
du prisme soit , dans la position d'équilibre , un trapèze dont le^deux 
côtés parallèles soient horizoninux et coupés en deux parties égales 
par la‘ verticale qui dans la' situation d'équilibre passe par le centre 
d’inertie du corps ( le côté supérieur étant dans le plan de flottaison ) , 
et le surplus du profil pouvant avoir. une infinité de formes , on aura 
pour la stabilité, 

‘ “^bh(a ■+• c) (a^-^ ^ 

* » • 


• ( a cj \ . 

positive, nulle ou négative, suivant qu’on a 

2 a' y b' (a 2C) — la’ 

et la longueur du pendule synchrone sera 

• (a ^ c) k* 


/;< 


3*fa -1- <■; 


J b b f a c J — b'(a-i-2c^-*- 2 a' ’ 

Si le profil entier du prisme est triangulaire, on a pour l'expression 
de la stabilité , 


P f (■’ 
■ / > 


p} ' 




et pour la longueur du pendule synchrone , 

. P J(^c' - 2f') 


■* — P 


— P 


r 


322.. It est aisé d'augmenter le nombre de ces exemples; mais 
on voit que pour peu que les cas se compliquent , les expressions ne 
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NOTATION. 

o£ FINITIONS. 

THÉOR FMES. 

PROBLÈMES.* 

r = un des côtés égiiix | 



3 .* A pour profil trans- 

du trUngle isocèle qui est le ï 



versai de la partie immer* 

prufil du prisme flouant* ^ 

/ 


(;te , un trapèze dont les 

y* = la hauteur du même 



côtés paralicles sont ho- 

triangle. 



rizontauzi et coupes en 
deux parties égales par la 
verticale qui passe par le 
centre d’hicrtie du corps , 
le surplus dif profil pou- 
vant avoir une infinité de 





• 

■ 

formes;' . 

a =: le* demi-côté su- 


• 


périeur. 




c = le demi-côté infé- 




rieur. 


* 


i := la hauteur do tr»- 




pèze. 




h zz la distance de la sur- 




face supérieure du fluide au 
centre d’inertie du solide. 




P , -r n k ont la même 
signification que ci-dessut. 

■ 


4." A pour profil trans- 
versal total , un triangle 
isocèle dont le côté 



• 


adjacent aux deux an- 
gles égaux , est horizon- 
tal et plonge dans le 

r etysont respectivement 
fin des côtés égaux et la hau- 
teoc du triangle isocèle. 

• 


fiuiide. 






M m 
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'peuvent guèVe avoir une forme simple, ce qui a «ussi lieu -pour la 
recfierchc des positions d equifibre. Je terminerai ce que j’ai à dire sur 
cette, matière-, par l’exposition d’une propriété très-curieuse des po- 
sitions d’équilibre. Fiyrj le théorème 14.5. 

• 323. Passons maintenant au problème important des petites 
oscillations des corps iloitatis , dont la solution -conduit à des résultats 
extrêmement utiles pour la science et l’art de la construction des 
vaisseauxf L’analyse de ce problème nous offrira une application des 
formules générales du mouvement d’un corps de figure quelconque , 
données art. 221 et suivans, nous montrera en même temps le rôle que 
jouent, dans ces sortes de questions, les équations différentielles linéaires, 
et comment les intégrales de ces équations conduisent à des fonctions 
de cosinus , propres à exprimer toutes les circonstances des divers mou- 
vemens oscillatoires que prennent les différentes parties du système ( ce 
dont nous avons vu des exernpies art. 125 et 3 16), et qiti indiquent en 
même temps les cas où le mouvement ne peut point être alternatif, et 
où le corps , après avoir commencé à s’écarter de la position d’équilibre , 
s’en écartera toujours de plus en plus. 11 y a peu de problèmes de méca- 
nique qui réunissent plus d’objets d’intérêt et de curiosité que celui- ci.. 1 , 

Concevons que par des causes quelconques , un corps flottant soit 
-mis dans une position différente de celle de l’équilÜM-e: ce corps sera 
sollicité par deux puissances verticales et de directions contraires. La 
première 'puissance sera son poids , qui ne peut avoir d’autre effet que 
de donner à son centre d’inertie un mouvement progre.<sif de haut en 
bas ; la seconde puissance sera le poids o\^ l’équivalent du poids du 
fluide déplacé , dont la direction passe par le centre d’inertie de ce 
fluide déplacé, et qui tend, d’une part, à donner au centre d’inertie 
du corps un mouvement progressif de bas en haut , et , de l’autre , 

,à faire tourner ce corps autour d’un ' axe , de position constante ou 
variable, passant par son centre d’inertie. 

324. Appliquant les formules de l’art. 222 à cet 'état de la 
question , et considérant que dans le cas dont il s’agit , X = o 
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N 0 T A T l 0 N. 

DÉFINITIONS. 

T H É 0 R È .M E s. 

PROB 1 .ÉMES. 



1 I 4 S- 



• 

Si nn corps llotunt de 



r 

1 

figure ^uelcûnque , en 



.. — 

tournant autour dVii axe 



' 1 

parallèle à une lig>y Tue, 

i 


; - 

passe successivement par 

1 


- 

plusieurs poHitious d’e- 

* 



quitib/c, les expressions 


• 


des stabditfi de ces di- 



• 

verses positions seront 
alternativement positives 
et négatives; d'où il suit 




que le nombre total de 


• 


ces positions sera pair » 
à moins que deux posi- 
tions consécutives ne so 




confondent > et dans ce 
cas U position résultant 


M. 

*. /a. .. .vJ .. . 

de leur rétmion aura une 

. : f 

• ' > ' * l’j < 

! 11 . i.iiic 

i.til t'. i. 

expreision de , sfal/ilitt 
nulle. ' ^ 

. J ’n ■ 

1 , il. 0 

'r •■') 

. i-v ):'•*.«<[ J. :iî *.) 

•• |j •. 

:rr (■ >111;.’, m. 

• -•i."? - J ii * *■ 

‘i-O-j J. J 

. .! il i. n 

M.-j 

t; :j -r , - 

' " ' 2 IÏ.- - 

• #.l •♦li ) * U ^ 

'.H'’ t*' 

J, n î* • V 

ün ledits Adiimrtont 

.iilra, ; c;-.* , j , 

y. 'i li. 

; .... . ,* . 

hors de U posicipn d'é- 


....i.-> .!i 

•!i 

t 

quilibrc, pu demande, 
l^.“ D'assigner tes puis- 

, :*) /: 1; . 1 ,': 

f t: îvl t .i cî 

■■ i h:-- !.> ’ 

sances *<iul"agi 5 sértt sur 

' 

• *. ;. . 1 ; 

/! ! . ; 1.0 - 

Ivi; , ;i) j(! -t.r 

: 

. . . 1 I 

- ,11 

fl ' . .'i;. lY I' . ’ T 

J! 'I.rn'ni i.t.' ,:r 

-fiiiiTi 

; 1 > c'i.r. ii ‘IJ Ji 

* *1 

(tii ’ijr I) '.':!' )) 


i i. i.ii; iiil l.i ;l , t Ji' 

■ r ? j'i li; .1 J ■,! îii . 

*'• } i.> , *i mz . 


.> i ;j> , vili' JJ 0 ‘j 

•■nojüli I j'l .. 1 ..’; ' 

.i ,M- ?. 


. .• .T 1 J iT.rti 

Ir.r ) fit, J .1 : (liir ' - 

: )\ .->ri ijl. 

• 

il ^ ::î . li. • . 

,1 J- i 1 Tj;-r, ■! /:< 

i< ‘.'Üil-Mi ji;'--;) 

, Ji Ifi'.l Ji'[ 

l'Ili 1 jri.'ii; 

} il. P 

■iiirrr ;'j‘';ii;.i j î j 

\ »it'. ‘.-.J , A.,» 

’:.;i.!ii. :i 

A 4 

l*: lA) L *i 

■)f{ l'iL'iflo jC-i hjl'< 
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et K = O , on a pour les «'quations du mouvement , en supposant 

J’axe des j vertical , 

• P = n — P, 

■■ g<<' 


K-if' 

— 

Siydf ’.dl,. — 




S{p.d (x„ily, — 

y.dxj] _ 


idt' 


• I ,, ■ 

Les coordonnées .v^, et qui ont leur origine au centre 
d’inertie , peuvent , art. 224 , être exprimées en fonctions de coor- 
'données primitives v, , y, et (rapportées à la même origine, 'et qui 
déterminent la position du corps correspondante à une valeur donftée r' 
de /) , et des angles j- , T et ^ décrits par le corps pendant le temps 
f — t autour des axes des K •*'.* *1“' passent par le centre d’inertie 
et sont toujours parallèles aux axes ftxes des x, y et 2» ce* derniers 
servant à déterminer la position absolue [du centre d’inertie. 

Pareillement H , >1 et ^ sont fonctions de leurs valeurs primitives , 
correspondantes à t = r' , ou , si l’on veut , à t z= o , de l’espace 
parcouru verticalement par le centre d’inertie , et des angles décrits 
par le corps autour de ce centre depuis la même éjKique. On introduit 
dans le calcul les vitesses, tant linéaires qu'angulaires, du centre d’inertie, 
et du corps autour de ce centre , qui correspondent à t = 1' , en dé- 
terminant convenablement les constantes qui complètent les intégrales. 

Cette manière d’envisager la marche de la solution du problème est 
•fort simple ; mais les difficultés qui tiennent à l’analyse sont telles , 
qu’on est obligé , pour parvenir à des résultats applicables , de simplifier 


' Di^itized by Coogle 




3-* PARTIE, I." SECTION. HYDROSTAi'IQUE. . 277 


■ ■ ■■ 

NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

Z J »... «• !.. O"* ■» 


a.” De donner les| 
équations diflcrenticllcs^ 

meme tignilication ga à l’ar- 
(icle 2A1 ; l'axe des 
vertical. 

g = la force accclceatrice 
de la pesanteur. 

: ■ 

1 

m 

de son rfiouvemenl; 

P le poids absolu du 

corps flottant. 

n = le poids absolu du 
fluide drptacé au bout du 
temps r. 

J Cl ■ sont respectivement, 
au bout du temps t, les dis- 
tances à l'axe des/,, et à celui 
(ivs de la direction de Ja 

' * » 

r 1 , 

• 

puissance n. 

Zf valeurs 



I 

3." D’introduire dins 

‘■e *»./. «I î,, correspon- 
dantei a une valeur donnée t' 



ces équations les angles 
décrits autour de trois | 

de t, qai peut être t' — 0. 



axes coordonnés passant 

#, T et 0 ^^nt les angles 

. .* .1 . ■ 

* 

pxr le centre d'inertie et 

décrits par le corps autour des 
axes des , /„ et ar„ respec- 
tivement , pendant l'espace 
de temps qui s'est ^oulé 


• 

mobiles avec le corps. 

entre les deux instans où ta 

' t 

• 


position du corps était déter* 
minée par les coordonnées x, , 



✓ 

y.t î. » P*t coordonnées 
*..//. «U..- 



* 

1 . • . * 

• 

• ta 

• 

1 
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la <]uestion , ,en consiilcrant seulement un cas particulier, qiil' heureu- 
sement conduit à des < 5 quations finies dont on peut tirer de grands 
avantages dans la pratique. 

“S 

326. Le cas dont je parle, est celui où les circonstances du mou- 
vement sont telles , que le corps ne s’éloigne que très-peu de la position' 
d’équilibre. Cette hypothèse permet de négliger des quantités du 2.* &c. 
ordre , au moyen de quoi on arrive à des équations dificrentielles dont 
l’intégration s’elfectue aisément par les méthodes connues. 

. Pour bien préciser l’état de la question , considérons le corps dans 
une position donnée"', très-proche de celle de l’équilibre, prise à l’instant 
f)ù l’on compte / = o , instant auquel ce corps n’est supposé avoir 
pucune vitesse acquise, soit linéaire soit angulaire" ; dans cet état, faisons 
pas.sef un plan vertical par les centres d’inertie du corps et de sa section 
horizontale fait^* au niveau de la surface supérieure du fluide, et prenons 
ce plan pour celui des .vj ou z/c, l’origine commune de ces coordonnées 
étant au point fi.\e de l’espace qu’occupe le centre d’inertie du corjis au 
■moment dont il s’pgit , où / = o et où Ib mouvement est naissant. 

La poussée verticale du fluide commençant à agir sur le corps à 
l’instant dont nous parlons ( instant auquel il est supposé n’avoir encore 
aucun mouvement), et continuant son action pendant le temps /, aura, 
au bout de ce temps , fait parcourir un espace vertical j au centre d’inertie 
du corps , et changé l’inclinaison primitive de ce corps par rapport à la 
surface supérieure du fluide ou à un plan quelconque de position donnée. 
Or, ce dernier effet peut toujours se ramener à celui qui serait produit,' 
si , depuis le moment où / = o jusqu’au bout de / , le corps décrivait 
/des angles <r, t et ÿ autour de trois axes mobiles avec le corps (ceux 
ides et , ou lorsque r = o, des , y, ^t x^, ces dernières 

coordoniK'es étant les valeurs initiales des premières), dont l’intersection 
commune serait au centre d'inertie de ce corps , et qui demeureraient 
constamment parallèles aux axes fixes des j , y et .v , ou aux lignes fixes 
c , /) et a respcclivcmcnt. 

On stqqiosc de plus , pour l’établissement des équations dilférentielles , 
qu’au bout "du temps r, i.“ l’effet de la rotation T 'a été d'élever la 
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DEFINTTIONS. THlOFtMtS. 


PR OR L EMLS. 


3 PARTIE, I 


N O T A t 1 O N. 


n =: la pcsinftur spéci- I 
Hqiie du duide. 

V := le volume du fluide , 
déplacé. 

= l'aire de U aeciion 
Korizontale du corps , faite 
au niveau de la surface supé* 
ricure du Huide, section que 
la petitesse du mouvement 
]>crmct de regarder comme 
constante d'étendue et de 6- 
gure pendant tout le temps t. 

a , h ex c sont les cocr- 
jdonnées initiales du centre 
d’inertie du fluide déplacé, 
parallèles aux axes fixes des 
* ^ ^ respectivement. 

la distance du centre 
d'inertie de la surface A, k 
la ligne d’intersection de cette 
surface et du plan fixe des/ 
ç, et sont respeatve- 
ment les momens d’inertie de 
la surface Aj par rapport aux 
lignes d’interscciîon de cette ! 
surface avec les plans fixes 
des X ^ et des 


219. 

Un corps flottant étant 
dans une position peu 
diflerente de celle de 
l’équilibre , deterniiner 
toutes les circonstances 
de son mouvement , en 
supposant que les vl> 
^ tesses initiales , tant li- 

néaires qu'angulaires , 
I ' sont nullcs. 


A = 1a somme des pro- 
duits des étémens de fa sur- 
lice A par les rectangles faits 
des distances de ces élémens 
aux deux lignes d'intersection 
de cette sorf^c et des plans 
* et / Les, signes de ces 
distances sont les mêmes que 
ceux des coordonnées x et/ 
euxquelles elles répondent , 
c est- à -dire que lei deux 
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rcgion des positives , et d’abaisser celle des a-^ négatives par rapport à 
J’axe des y^; 2.° que l’effet de la rotation <(> a été d’élever la région 
des positives , et d’abaisser celle des y^ négatives par rap|K>rt à l’axe 
des x^. D’après ces deux effets , la direction de la force verticale .^agissant 
de bas en haut , qui produit la rotation , doit rencontrer le plan des 
et dans l’angle des x^ y „ Je signe positif, qui est celui des coor- 

données initiales a b. 

Ces hypothèses ne limitent en aucune manière la généralité de la ‘ 
solution ; elles servent seulement à fixer les idées lorsqu’on veut mettre 
le problème en équation , et les intégrales auxquelles on parviendra n’en 
indiqueront pas moins tant les signes que les valeurs de <r , t et ? , 
correspondantes à une valeur quelconque de r. 


Appliquant aux explications de l’article précédent, la marche * 

indiquée art. 3 2 j , on trouve 

— iJyJ = (yî -h 

-+■ (■'(' H- z'JJ'''^ -+- y,i,d'<r 

•H^Jy. — y.^xj = y,i,<i''^ -+■ f'V -+- y/J^iy — x,z,cT<p 

n = 7 r{v — Az -+- Afr) 
n»t = ‘7r[vA — (vc -t- qj<p — At] 

= T[va Afz — (*c -+- ÿjr — A(p]. 

«• 

328. Ces valeurs trouvées, on a, pour les équations différentielles 
du mouvement , 

T . 4 - J,. _ x,J'. = T[iv - éfv / Mouvement de roui'.’ 

* f. ^fl — (cy ?,J T — AçJjrft* I autour dc> axes dei>., 

y J>, 4’ » — ‘Z’ P = O ; [/- ** î.-reipectivemtr 

T ' ' ( Mouvement verii>;i: 1 

— [ f V — vdj -4- Afr) — t]gdt‘ I translation du cer-i 

(d'incriie du corps. 


Diçiiizod by Google 


3 PARTIE, I 


S E c T ION. H Y D R O S T A T I QU E, 281 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


dt>uncet font poiicives dini 
Taiigle des h tK y positives , 
&c. 

A’.' Toutes les valeurs pre- 
cedentes ont lieu à Pinstant <>û 
O . c'est-à-dire, se rappor- 
tent à ta pos!tiun initiale du 
corps. 

y.^ i. « »-i y.i Z., 
sont respectivement, comme 
à l*art. 324,, les coordonnées 
d'un même point , lorsque 
r = O, et au bout du temps 
mobiles avec le corps , paral- 
lèles aiiT aies fixes desar^^, 
et ayant leur origine au 
centre d*incrtie du corps. 

r, 7 et ^ sont, comme à 
l’article 324., les angles dé> 
crits par le corps , autour des 
axes des ç ., , y„ et ar„ respec- 
ivcnient , depuis le moment 
où Ton compte r = o , et où 
le mouvement est naissant 
jusqu'au bout du temps r. 

g , P, n , ï « « ont la 
même signification qu’à l'ar- 
ticle 324. 

P le poids absolu d'une 
mol ècule ciémenuire du corps 
Hotiant. 

s[r(>‘' y')] =j>. 

[/><'».* = j>. 

^'IrCy.' Î.V] —j>m 

^(px.y.) = \ 

= ». 

^(py.iJ = . 


» 


THEOREMES. 


PRÛBLàMES. 


Nn 


_j*. VI 


by Google 


32p. Ces équations, qui sont linéaires du second ordre, peuvent 
s'intégrer par les méihotles connues , et le calcul n’a d’autre düTicullc 
que la longueur ; mais on le simplifiera beaucoup , si on supjxise que 
le corps i'ottaiU est syméirique par rapport à la section faite dans le 
premier iiislant par le plan des .v^ ou par. celui des .v, ejui se confond 
avec le premier , et que la section A du corps qui , par la supposition 
qu'on vient de faire , est symétrique par rapport au plan j , l'est aussi, 
à très -peu de chose près, par rapport au plan y Ces hypothèses , qui 
ont lieu dans les cas d'application les plus ordinaires, donneront 



Cftic dornicre cqiiatton 
dérive de inéquation (3) 
de Tanide précédent. 


et les quatre équations de mouvement deviendront 

[1) . , ./xtf P H— — bgv’Kth'' = O 

(2) .. T -H g- 7 rm^,Tih' — — agvKflt^ = o 

(3 ) . . = O 

— 1— Agn-^tlV' — AgnfTtU' gnvJt* = O. 


330. On a pour les intégrales de ces équations, en supposant 
que lorsque t z=. o , ÿ, <r et T, et les vitesses tant linéaires qu’angu- 
laires, sont milles: 


iï^ — tÊ>,j 


I — cos. t (VÇiJ 


« r. 


I — cos. t ('fsx,) j 


J!Lz. i , _cos. ff/n.; i 


f,) 

XI 


— COS. t V (Ci^J 







- 4 - 

XI, J — ta ,) 


I — COI. (t<^ aj j 


j Mouvement de 
J transi.tion veni- 

I cile du centre d’i- 
nertie du corps. 

! Rotation atiiour 
de l’aae dea », . 

f Rotation amour 
de l’axe des ji,,. 

I Rotation amour 
j de l’axe des j,. 


331. On voit par ces équations, que si les quantités fi,, V £ 1 ,, 
A,* sont réeiies, ics moiivcmcits ç, r cl o- seront 

alternatifs ; et le corps , après s cire élevé et avoir tourné dans un certain 
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sens, s’abaissera et tournera dans le sens oppose. C’est ce qn’indic|uent 
les quantités de la forme j i — cos. (t t/ £ 1 ) j dont les valeurs , 
alternativement positives et négatives, n’excèdent jamais certaines limites, 
quelle que soit la valeur du temps ; comme on voit par la table suivante; 



Les quantités renfermées entre les accolades { ] ont toutes leurs valeurs 
entre o et 2 , et toutes les autres quantités qui entrent dans les équations 
sont constantes. 

332. Ainsi, lorsque les quantités O,, /O, , n^, V et / 
seront réelles , le corps flottant ne s’écartera de la position d’équilibre 
que dans des limites peu étendues. (Il ne faut pas oublier que les vitesses 
initiales sont nulles.) Mais si ce cas n’avait pas lieu , alors les intégrales 
de l’article 330 contiendraient des expressions qui croîtraient indéfini- 
ment avec le temps; les mouvemens ip , t et a-, ou une partie d’entre 
eux, une fois imprimés, se continueraient toujours dans le même sens, 
et le corps chavirerait ou serait renversé. 

333. Les valeurs de p et de 0-, ou les rotations autour des axes 
des et des seront alternatives lorsque c ou la distance verticale 
initiale du centre d’inertie du corps flottant à celui du fluide déplacé. 












«I 
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sera positive ( ce qui inJi<pie que ie second centre est plus cicvj que 

le premier ) ; car alors toutes les autres quamiie's qui entrent dans la 

I I ^ /î V -+- <7, ^ r, . . , 

valeur de n,„ = = seront positives et 

sera une quantité réelle. 

La même citose doit se dire du mouvement vertical j et de la rotation T 
autour de l’axe des/^; car lorsque c sera jsosiiive, les quantités 

\ {^(c,v-\-i]J — AnY ^A' nf'\ 

— l/ \[Tr(iv-+-t}J — Aiiy -y-jfA'nf | 

seront positives et réelles; on suppose que /, /,„>A^*et tpie la distance^ 
est petite; ce <jui a lieu dans les cas ordinaires d’application. 

II suit tic là <|ue, lorsque le centre d’inertie du fluide déplacé au pre- 

imier instant sera plus élévé que celui du corps lloliant , le mouvement 
sera oscillatoire en tous sens , et le corps ne chiivircra p;ts : c’est ie cas 
,de c positif. Lorsque c sera négatif, les oscillations potirront* encore 
avoir lieti si les rapports de /i aux iiutres quantités données par l’état de 
■la question n’excèdent pas certaines litnites. * 

l’out ce qui est dit dans cet article se rapporte à la théorie de la 
Stahilité donnée art. 303 et suivans , qui pourrait se déduire comme 
corollaire de celle exposée depuis l’article 323. 


53q.. St le coq>s flottant est symétrique non-seulement ^ar rapport 
à sa section faite dans le p’remier instant par le plan .v, , comme on 

l’a supposé art. 525?, mais encore par rapport au plan des .v,y, , et 
que, de plus, le poids du corps et celui du Huide déplacé soient 
égaux , on aura pour tous les instans, 


, f = O , \ = o, I = O, <r = o; 

les équations diirérentielles du mouvement se réduiront à 

g-'ér»’ <!,) _ 


<t* » g 

</(* j>„ 


d‘ T 

~d~ 


JLL 

y,, 


-trv 


jfT ('CV 

J».. 


T, 


I 


I 
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1 

i 

r 

sens vertical <]u*auiour 
des axes passant par son 
centre d’inertie , )orst|ne 
ce centre sera plus abaisse 
que le centrrd'uicrtic du 
Huidc déplacé. 

La même propriété 
pourra encore avoir lieu 
dans une infinité de cas. 

1 

1 

1 

! 

222. 

Appliquer la solution 
du problème 219 » au 
cas où le corps flottant 
est symétrique par rap- 
port à deux de ces sec- 
tions qui font un angle 
droit entre elfes , et où 
le poids du fluide dé- 
placé est égal à celui du 
corps. 

• 

k • 

J , 
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et auront pour intégrales 


ç n" [ I — cos- 

T = fl' { I — cos. 


[,/( n\...\ 


Rotation autour de 
Taxe des 

Rotation autour de 
Taxe dc5^„. 


en supposant , comme précédemment , que les vitesses initiales sont 
nulles. 


Les deux mouvemens qu’on vient de déterminer , seront 
évidemment oscillatoires ou alternatifs lorsque c sera une quantité jxtsi- 
live , ou lorsque c étant négative on aura 

?/ > cv . > cv/ 

Ils seront nuis lorsque c étant négative , on aura 
q, — c V , q^-=. cv , 

et ces cas donnent la stabilité positive , nulle ou ne'ÿative. Vbpe^ les 
articles 303 et suivaits. 


5^6. Lorsque le mouvement oscillatoire ou la stabilité positivé 
aura lieu, les plus grands écarts de la position initiale correspondront, 
dans les formules de l’art. 334, aux valeurs de I, qui donneront 


cos 








Les oscillaiiotis entières auront donc pour valeurs respectives , 


<P = 


2 1 1 


= i£T , T = 


7.. 


= 2fl, , 


et se feront respectivement dans des temps égaux à 


Vf- 


J»-. 


X ^ t* V 






T {ev 


9 J S 


Ces expressions sont indépendaittes des coordonnées horizontales a et [> 
du centre d’inertie du corps flottant ; d’où il suit que la durée des 
oscillations ne dépend pas de leur amplitude , et que ces oscillations 
sont isochrones. 
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b V ^ 

cr -H q, 

av I 

î:;: n, 



•- 

f X -t- '/„ 


• 

t 

223. 




DéiermIncT dans l*hy-i 
pothèse du problème pré* 

• 


- 

cédcnC| - * * 

( . • ^ » »« 

\ 

la^ Lescisde stabiliié 
positive^ nulle Qyx né§a-), 
cive i 

% 



a.® Les vileuri ci les' 
durées des oscillations 
autour de deux axes ho- 
rixoniaux passant par le 
centre d'incrUe; 

• 

• ■■ ■ 

•' • 


< 

« la deral-circonfé- 

■ 

• ' 

, 

rence qoi aruaité pour rayon. 

1 









- 

9 

0 

•0 


A 
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5^7. Les longueurs des pendules simples synchrones aux oscillations 
précédentes , sont 


Longueur du pendule simple synchrone 
aux oscillations autour de !*axe. 


l des 


des y. 


.Pm 


"* ( Cv q, ) 

J*., 


r (v q^) 

Tous les résultats obtenus depuis l’art. 334 sont parfaitement conformes 
à ceux donnés art. 3 i 5 et suivans , en observant que l’on a employé 
les volumes dans les articles cités, et les poids dans ceux-ci; ce qui ne 
change absolument rien aux résultats numériques. Pour faire le rappro- 
chement avec facilité , il faut supposer que le corps flottant est homogène, 
et observer que, tt r étant le poids de ce corps, les momens d’inertie 
?» et , par rapport aux axes des y et des x , sont respectivement 
égaux à Ki'rtv et KJ'' 7 rv, ce qui changera les formules des art. 334 
et 337 , en 

— COS.[,V ^ 


<p = ri" 

-r = a' 


— cos. 


St'cv - 


A',’ 


Longueur du pendule synchrone auxj ^» 


-} ]•! 

■ A' * V 


oscillations autour de l’axe. 


des 7,. . . 


expressions qui sont composées de termes respectivement homogènei 
avec les termes correspondans des formules des art. 3 i j et 316. 


^58. Nous avons trouvé, art. 274, pour l’équation d’équilibre des 
fluides pesans , 

gZ = — f-^ h- constante. 

Si le fluide est élastique, et qu’oif suppose toutes ses molécules à la 
même température, la densité k sera uniquement fonction de la pression p, 

et l’intégrale de la différentielle aura toujours une valeur assignable , 
ou analytiquement, ou par les quadratures des courbes. 
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-- 

Les longueurs des 
pendules synchrones à 
ces oscillations. 

1 . i - 


• - 

0 

1 

K,* et K,* sont les coèffi- 
cicns de U masse ou du 
poids total dans les évalua* 
ttons des momens d'inertie 
par rapport aux axes des / 
et des X. 




! 

= la force accélératrice 
de la pesanteur. 

/> = la pression , rapportée 
à l'unité de surface , qui a 
lieu dans une couche de 
niveau dont un des points 
est à l'extrémité de U coor* 
donnée verticale 


, ! 

22+. 

Trouver , dans l’hy- 
pothèse de la tempéra- 
ture constante , la rela- 
tion entre les hauteurs du 
haromètre à deux points 
de l’atmosphère , et les 
did'èrences de niveau de' 
ces deux points. | 


O O 2 


c 
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Appliquons cette équation à l’air atmosphérique; en conservant l’hy- 
pothèse de l’uniformiié de la chaleur , la densité A sera sensiblement 
proportionnelle à la pression, et on aura 

A = K; dp = ’ 

ce qui changera l’équation précédente en 

* ? /* rf A' 

I = constante Y 

qui a pour intégrale, en observant que lorsque j z= o, h = h', 

Z H fiog. h — log. h' ). 

« 

Le rapport a été trouvé, par expérience, à peu -près 

= — ■ le thermomètre à mercure marquant o,i 25 de l’intervalle 

entre la glace et l’eau bouillante, et H = cT"’‘,y 6 \ d’où il résulte 
qu’en changeant les logarithmes hyperboliques en logarithmes de Briggs , 
ou en les divisant par 0,4342p. la valeur de j peut, étant exprimée 
en mètres , prendre la forme 

Z = 20000 f'iog.^ — \og.h’)(\ 

La valeur de — ^ diffère peu de 0,04 ; ainsi prenant les logarithmes 

avec sept décimales, on doublera leur différence, on avancera de 
quatre chiffres la virgule ou le point qui sépare la caractéristique , et 
on diminuera le résultat de sa 25.' partie. 

34.0. L’hypothèse de la température constante dans toute la hauteur 
de z> absolument démentie par l'expérience; et on a reconnu que 
l’air se refroidissait graduellement à mesure qu’on s’élevait. 11 faudrait 
donc , pour rendre la valeur de j conforme aux phénomènes , introduire 
dans cette valeur une fonction de la chaleur ; mais dans l’état actuel de 
la physique , cette fonction est tout-à-fait inconnue , quoiqu’on puisse 
néanmoins tirer quelque parti de ce que nous avons dit, art. 256, sur 
les rapports entre les températures et les volumes sous une pression dé- 
terminée. Avant de parler de l’application des formules données aux 
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A = ia dcnsicé dans U 
même couche. 

^ U densité du mercure. 

//=U hauteur moyenne 
du baromètre au niveau de la 
mer. 

/T = la densité de Tair au 
I . 

meme niveau. 

A = ta hauteur du baro- 
mètre à i*origine de 
' A' =: la hauteur du baro- 
mètre à rextrémité de ^ ou 
dans la couche qui éprouve 
la pression p. 
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La température étant 
supposée constante , 1a 
diH'crence de niveau entre 
deux points de Tatmos- 
phère est proportionnelle 
à la différence des loga- 
rithmes des hauteurs du 
baromètre à ces deux 
points* 


PROBLEMES. 
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articles cites , je vais exposer les moyens de correction qu’on a employés 
pour avoir égard à la variation de la température dans les mesures 
barométriques : ils peuvent se déduire du raisonnement suivant. 

Imaginons deux baromètres comparables placés dans la même verticale; 
l’inférieur <i l’origine, et le supérieur à l’extrémité de i; et même, pour 
assurer l’équilibre parfait de la colonne d’air dans laquelle ils se trouvent, 
que cette colonne soit enfermée dans un tube vertical qui contienne aussi 
les baromètres. Cela posé , si la température intérieure du tube était 
par-tout — ^ T’, la distance ctitre les baromètres serait 
I = 20000 ^log.ii — log.//'yl/ 

mais cette circonstance n’ayant pas lieu , • on a pris la température 
moyenne \ ('r — •r' ) pour la température uniforme sur toute la hau- 
teur; considérant alors , i.° qu un volume V' à. la température 7 ’, devient 
A K à la température t ('r — t- t'); que sur une base donnée, les 
volumes sont comme les hauteurs , on a l’équation 

Z = 20000 ('log.^ — log.^'^^i H- Çl). 

Supposant ensuite que l’accroissement de volume u devient double , 
triple, &c. lorsque T devient T -4— 2, T -4— j. Sic., et que la mèmè 
proportionnalité a lieu dans les décroissemens de volume , lorsque T’ 
devient T — 2 , T” — 3 , &c. , on a 

a — tf/r - 4 - t'J — r}«, 
valeur qui, substituée dans l’équation précédente , donne 
Z = 20000 Élog. >4 — Jog. ^V|i - 4 - [i^T -4- r'; _ r]û)j. 

La toise cunt l’unité ( suivant £)e/ue 7 "=^ , 16,75 = 2 °. 9 +: " = f “ îf; =Tï» 

linéaire, on a 1 suivant r = ^«tl,j = i+,j7 ; « = ^ 

et la formule précédente , appliquée aux données de l’un et l’autre de 
ces deux physiciens, devient, lorsqu’on mesure en mètres, 
d’après les j Dilue... j = 2000 orlog. A — log. Ay J 1 -1 - t'; _ 20,9] y’j} 2 - 
données de J rreniA/r».. j = 20000('Iog. A — log. A';| n- [ ifT-t-r’; — } .L 

541. En rapprochant les formules de l’article précédent, de ce que 
j’ai dit art. 24.9 et 250, ou voit sur-le-champ que l’hypothèse de 
^ — lil'T' fV — T'i C 4 > doit nuire à leur exactitude; en ce 
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7 *= température à la- 
quelle la formule 20000 
^ log. h — Jog. h* ) n’eiigc 
aucune correction. 

T = température vers le 
thermomcirc inférieur. 

= température vers le 
jthermometre supérieur, 

7 ^, T et t' sont des parties 
centésimales de la distance 
entre la glace et l’eau houil- 
iame sur le thermomètre à 
mercure , distance qui est 
supposée = 100. 
aK 

V étant le 


masse d’air 
h -H h* 


y ' 

volume d'une 
sous la pression 


k la température T, et A K 
jetant l’accroissement de y , 
lorsque, la masse et la pres- 
sion demeurant les memes , 
la température T devient 
|t - 4 - t‘ 


. Cette quantité n est 

|posiiive ou négative, sui- 
vant qu’on a i -I- tV> F 
oa i (t -t-r'J <T. 

= le rippopt corres- 
I pondant lorsque T devient 

r-*- 1. 

n = le nombre de mètres 
|que contient une toise. 


i25. 

Résoudre le même pro- 
blème , en ayant èg.rrd à 
la variation de tempéra- 
ture dans les diderentes 
couches de rainiosphèrc , 
I En supposant que 
U dilütabiUté de l’air est 
constante , c’est - à - dire 
que quel que soit la tem- 
pérature acquise d’un vo- 
lume y de ce fluide, un 
degré d’augmentation 
dans cette température 
change V en m K, m 
étant un coèfbcient in- 
variable. 


2.” En ayant égard aux 
variations tic la dilatabi- 
liti relatives aux diffé- 
rentes températures dej 
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c]ii’elle suppose l’accroissement de volume proportionnel à l’accroisse- 
ment de température , ce qui n’eft pas conforme aux piiénomènes : on 
sait (articles cités ) que les fluides élastiques sont d’autant plus dilatables 
qu’ils sont plus dilatés. 

Si la nature des fluides élastiques était telle, qu’en partant d’une 
température donnée t, et en élevant graduellement utie même masse 
d'air aux températures t' . t" , t'" . &c., le tout sous une pression P. on 
avait /K étant le volume à la température t ) les volumes successits 

V' y" 

correspondans V',V“. V" . &c. , tels que les rapports —, -p- . 

, 5cc. , fussent indépeiulans des valeurs particulières de P, il serait 
aisé d’introduire dans la fortnule 

. 1 = 20000 ^log./t — (i -+• 

une fonction de la tcmpérattire propre à exp^ier L1 : en effet , les 
expériences faites sous une pression représentée par la hauteur moyenne 
du baromètre au niveau de la mer , et qui , d’après cette supposition , 

pourraient s’appliquer à la hauteur ^ , donneraient, art. 2 ^^, 

,)BT _ 

O ^ ' — rj. 

A (B — 1; -f- I i-\-A[B —\) 

A &. B représentent /jc et y, de l’article cité, et le calcul numérique 
de n est facile , au moyen des tables que j’ai données dans le Mé- 
pioire cité à la note de 1 article 2 ,^^, 

^^2. n étant connu avant de déterminer il faut faire aux hauteurs 
/; et h' des corrections relatives aux difl'érentes densités du mercure à 
différentes températures , pour les ramener à une même densité. 11 est 
convenable de prendre pour terme de comparaison des detisités du 
mercure, celle de ce fluide lorsqtte l’air ambiant est à la température T ; 
les augmetrtations de densité , depuis F jusqu’en t et en t', sont res- 

pectivement • ’’ ^ - et — - — . et il faut aux hauteurs h et h' subsii-, 

taer rh et r' h'. 



''.oc 'It 


3 -* PARTIE, I." SECTION. HYDROSTATIQUE. 


NOTATION, 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 



l'air, l'expérience ayint^ 
prouvé que ce fluide esti 
d’autant plus dilatable; 
qu'il est déjà dilaté , 



- 

€*e$t-à*dire , que m est 
plus grand à mesure que 
la température du volume 
V est plus élevée. 


• 


• 




i 


- 


i 

• i 

— ï — = ce dont U densitr 

du mercure diminue, lorsque 
la température de l'air am- 




biant augmente de 7^ de 
i*intcrvalfe entre la glace et 
l'eau bouillante , meauré par 
le thermomètre à mercure. 
On suppose que q est senai* 
bleinent coniiant dans tout 
cet Intervalle, 00 du moin» 



> J 

i 

pp 
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D'après toutes ces considérations , la valeur de j sera 


*Z 


20000 [ log. (rh) — log. ] 


i -*■ A { b' — i J 


On a adapte à quelques baromètres des échelles thermométriques , 
pour faciliter les corrections auxquelles les coèfficiens h et h' se rapportent. 


54 J. Il résulte de tout ce qui a été dit depuis l’article 3^8, que la 
théorie physico-mathématique du baromètre, considéré comme instru- 
ment propre à mesurer les hauteurs , laisse encore beaucoup de choses 
à désirer. En effet , les corrections relatives à la température qu’on 
emploie ordinairement , supposent la iliUitabilité constante , ce qui est 
contraire à l’expérience ; et si , pour se rapprocher des phénomènes, on 
fait la AUatabilité fonction de la température , il reste encore à savoir 
si , après avoir trouvé la forme de 'cette fonction , les constantes cpii y 
entrent , et qui conviennent à une certaine pression , conviendront à 
d’autres pressions qui différeraient sensiblement de celle-là , c’èst-à-dire , 
si la dilatabilité n’est pas en général fonction de la température et de la 
pression. On n’a encore, que je sache, publié aucune expérience qui 
puisse éclaircir cette question , mais plusieurs autres circonstances 
pltysiques ajoutent encore aux incertitudes sur la vraie loi de la dilatabilité. 
Ce sont les différentes capacités de clialeur que plusieurs causes Ibnt 
varier dans l’air , et auxquelles il faudrait avoir égard dans les consé- 
quences qu’on déduit de sa température ; les dlflfcremes quaniiiés d’eau 
qu’il tient en dissolution, quaiuité-s qui dépendent de sa pression et de 
sa température , et qui ont une grande iniluence sur la dilatabilité du 
composé: l'agitation de l’atmosphère, lors des observations, qui doit, 
même dans les espaces abrités du vent , rendre la densité et la pressiori 
différentes de ce qu’elles seraient si l’air était dans l’équilibre ptirfait que 
supposent les formules barométriques ; la distance horizontale des stations 
qui peut empêcher les observations , même contemporaines , d’être 
comparables , parce que les colonnes d’air verticales qui agissent sur les 
baromètres , étant éloignées les unes des autres , peuvent ne pas se trouv er 
dans le même état, &c., &c. 
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NOTATION. 

drpuU la glace jusqu'aux plus 
hautes et aux plus basses tcm? ; 
pcratures babitucllet de J’at- 
mosphére. 


DITIMTIONS. 


THâoniMEs. 


PROBLEMES. 


r H r' sont plus petits ou 
plus grands que runité, sui- 
vaut que t et t' sont plus 
grands ou plus petits que T. I 


‘ i4-8. 

^ • 'Il reste encore beau* 
coup d'inccriitudes sur la 
véritable loi de la dilata- 
tion de l'air , eu égard 
aux diverses circonstan- 
ces physiques qui peu- 
vent la modifier ; cepen- 
dant on peut tirer un 
parti utile de la fonction 
par laquelle on a exprimé 
lad/Zuro^iVirédans le pro- 
blème 173 t où> pour la 
première fois , on a eu 
égard a la variation de 
cette dilatabilité. 
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j H encore les inceriîtudes des observations de h et h', c’est-à-dîrc, ' 
celles sur l’dvaluation des difTdrences de hauteur du mercure aux stations 
supérieure et inférieure ; mais d’après ce que je viens de dire , ces 
dernières causes d’erreurs sont j>eut-ctre celles qui altèrent le moins les 
résultats. On a , depuis quelques années , construit des baromètres extrê- 
mement précis , parmi lesquels il faut distinguer ceux qui donnent le 
moyen d’évaluer la hauteur de la colonne élevée par son poids : la grande 
exactitude qu’ils peuvent donner , doit faire desirer que les physiciens 
et les mécaniciens s’occupent à les rendre commodes et usuels. 

Je me suis un peu étendu sur la théorie barométrique , à cause de 
son importance , et parce qu’en offrant au lecteur le précis de tout ce 
qu’on a fait jusqu’à présent sur cette matière , je voulois y ajouter les 
nouvelles considérations relatives à la variation de la JUatabilité (art. 145), 
ajo, 341 et 34a), qui som , je crois, présentées ici pour la première 
fois , et dont il me semble qu’on peut tirer un parti utile. 

Je terminerai cette section par des recherches relatives aux corps 
qui jouissent de différens degrés de fluidité ; et pour donner à ces re- 
cherches plus d’utilité et d’intérêt , je les appliquerai à la poussée des 
ferres contre les murs de revêtement. 

Les résistances dues au frottement et à la cohe'sion qui entrent dans 
les formules des articles 345 , 34<î. &c., se mesurent de la manière 
suivante. Supposez qu’un corps pesant est posé sur une surface plane 
horizontale , à laquelle il n’adhère point ; la puissance horizontale néces- 
saire pour le sortir de l’état de repos, s’il n’est pas en mouvement , ou pour 
empêcher que son mouvement ne soit retardé , s’il a déjà une vitesse 
horizontale , cette puissance , dis-je , mesurera le frottement du corps sur 
la surface. J’entrerai par la suite dans de plus grands détails sur cet 
objet. La résistance de la cohe'sion est due à l’union des parties consti- 
tuantes d’un même corps entre elles ; elle est égale à l’efibrt qu’il faut 
faire pour séparer ces parties ; effort que je supposerai proportionnel à 
la surface de rupture. 

Si un corps pesant est posé sur un plan incliné, où il est 
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< 


62 . 

■ 



De U rcsiitance 



, 

due, 




I.* An froitc- 




ment. 




a.* A Ja cohé- 




sion. 

. 


• 



226. 

/* = Il puissance hori- 



Trouver la force ho- 

aontale qui doit retenir le 



rizonulc nécessaire pour 

corps sur le plan incliné. 



tenir un corps pesant en 
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en ayant égard à la cohésion et au frottement , et en supposant que la 

résistance qu’oppose le frottement est proportionnelle à la pression, 

( dans le cai où Ii piitiunce P, 
surnioniant le frottement et la 
uiig. , — f I cohésion , eit prête à faire remon- 

ter le corps. 

dans le eu où la puissance P , 
uniquement employée à empêcher 
le mouvement , a en sa faveur le 
frottement et la cohésioo. 


2 .“ 


P = 


Q C t — / tang. t ) — > a ; cos. e 
tang. » -t- / 




346. Dans le second cas , la puissance P pourra être augmentée de 
^uie quantité plus petite que 

i(fQ -t- ><jsin.#^ 
sin.* « — f' cos.’ * ’ 

sans que le mouvement se produise cette quantité étant Fa différence 
entre la première et la seconde valeur de P. 


3aJ-7. La seconde équation de l’art. 34J, appliquée au cas de la 
poussée d’un mur de revêtement , dans l’hypothèse où le prisme de terre 
qui produit la poussée a trois faces planes , l’une verticale appliquée 
contre le mur de revêtement , l’autre horizontale qUi est sa surface supé-- 
rieure ; et la troisième inclinée à l’horizon qui sépare ce prisme des terres 
inférieures ; cette seconde équation , dis-je , donne pour la somme des 
poussés horizontales contre le mur d’un prisme quelconque qui tendrait 
à couler sur un angle o-c t, égal à l’angle formé par la verticale et par 
sa face inférieure , en observant que le poids de ce prisme = tang.<r, 
P -{-y h tang. t) tang. <r. tang. (t a-) — y A tang. t. 


3.^8. Il s’agit maintenant de déterminer quel est, parmi tous les 
prismes qui peuvent couler sur leur face inférieure , celui qui donne la 
plus grande poussée horizontale : différenciant la valeur de P par rapport 
à <r, et égalant la différentielle à zéro, on parvient à ce résultat, remar- 
quable par sa simplicité, et qui n’avait encore été donné nulle part; 



le rapport ydu frottement à U preision'^ 
est égal à cotang. Tj 


t 
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Q = le potd» du corps 
<ju*il i*agit de tenir en équi- 
libre sur le plin tncüné. 

9 = I*ang!e formé par le 
plan incliné et par la ver- 
ticale. 

f — rapport du frotte- 
ment à la pression , ou la co- 
tangente de l*anglc formé par 
la verticale et par le plan sur 
lequel le corps commencerait 
à glisser. ■ 

> = la résistance de la 
cohésion sur l'unité de sur- 
face. 

ii = Ia surface sur laquelle 
la cohésion a lien. 


P, e-ct y ont la même | 
signification qu'a l’art. 345.! 

A = la hauteur du mur 
de revetemeni depuis sa base 
îusqu’au cordon ou à fa sur- 
face supérieure du terrain. 

= I*angle formé par la • 
verticale et par le plan qui 
sépare les terres qui tendent 
à couler I de celles qui n'y 
ont aucune tension ; dans Ic| 
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149. 

Lorsqu’il s’sgitd’cmpc- 
cher le mouvemetu d’un 
corps pesant sur un plan 
incliné, le iroiicment et 
la cohésion équivalent , 
pour favoriser cct effet , à 
une puissance horizontale 
2f/9-+->a$in.») 
sin.* > — f' ^5.*» 


rjo. 

Le prisme de terre de 
plus grande poussée, est 
celui qui tend à glisser 
sur un plan incliné for- 
mant avec la verticale un 
angle égal à la moitié de 
celui que la même verti- 
cale fait avec la ligne du 
talus naturel des terres. 


équilibre sur un plan in- 
cliné, en ayant égard au 
frottement et à la cohé- 
sion , 

I." Dans le cas où la 
puissance , surmontant le! 
frottement et la cohésion, ^ 
est prête à faire remonter 
le corps ; 

1.’ Dans le cas où la 
puissance , uniquement 
employée à empêcher le 
mouvement , a en sa fa- 
veur le frottement et la 
cohésion. 


2 Z7. 

Trouver la puissance 
I horizontale équivalente à 
la somme des pressions 
horizontales , contre le 
parement d’un mur de 
revêtement, exercée par 
un prisme de terre qui 
[tend à couler sur une 
inclinaison quelconque 
plus petite que celle du 
talus naturel des terres. 

2x8. 

Trouver parmi tous les 
prismes de terre qui ten- 
dent à couler sur leur 
face inférieure, quel est 
celui qui produit la plus 
grande poussée , et don- 
ner la valeur de cette plus 
grande poussée. 
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d’où on déduit pour ia valeur de la poussée horizontale à laquelle le 

mur doit -résister , 

P — (\’ 7 <rh' y/ltang.T^ tang.* jT — y^tang. x, 
qui se change en 

P — \- 7 r P tang/ 4 x — y h tang. t (\ — tang.* j x^. 


34^. Cette expression ne contient plus que la quantité y, qui ne soit 
pas donnée ou par l’état de la question , ou par l’expérience. Pour ia 
déterminer, on fera la valeur précédente égale à zéro, ce qui donnera 

'l’Tch, tang.' {r — y tang. r (i — tang.* ^r) = o ; 


d’où 
et . . 


K 

y 


5 -ung.T^'i — 


iTUng.'-jT 
■; T h' ung.* ir 


ung. Tfi —ung.'irj 


= i -TT A, tang. i T. 


350. Cette valeur de y, substituée dans l’équation de l’art. 347, 
la change en celle-ci, * 

„ ■ i»A* t [t — O —’xJ Hng. »ung. (r — ,) —m Ung.* St ) 

l — ung. ^ T 

3^1. Cette même valeur, substituée dans l’équation 348, donne 
l’expression très -simple , 

P =: h (h — h J tang.* ^ t 

de la plus grande jwussée , qui ne contient plus que des quantités 
données ou par l’état de la question , ou par l’expérience. 

352. Pour trouver ia somme des momens de toutes les poussées 
élémentaires sur la hauteur on a l’expression 

^' 7 rh'(\h — tang.* 7 T = somme des momens; 
et au moyen des deux équations précédentes , on trouvera toujours les 
dimensions des murs de revêtement, dans l’hypothèse où ils peuvent 
glisser sur leur plate-forme de fondation , et dans celle où iis peuvent 
itre renversés. 
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DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

cas où ces terres étant nou- 
vcllenient remuées, la cohé- 
sion entre leurs parties est 
détruite. 

» = la pesanteur spéci- 

« 

. • 

229. 

fiquc des terres. 



Trouver la valeur de 

/i, = U hauteur sur U* 



la cohésion des terres , 

quelle on peut fouiller les 
terres à pic » sans qu'elles 
s'choiilenc , dans le cas où 



lorsqu'on connaît leur 
pesanteur spécifTque, leur 
talus naturel et la plus 

la cohésion entre leurs par> 



grande hauteur sur ta-| 

tics subsiste. 


iji. 

quclleon peut les creuser 
à pic sans qu’elles s’é- 
boulent. 

230. 

Déterminer la somme 

h. 


des poiisséet horizonta- 

A ' 


La plus grande poussée 
horizontale a pour va- 
leur 

— h J ung.* - T, 
et son moment est égal à 

les f en quantités qui 
soient toutes données par 
l’état de la question ou 
par l'expérience*. 




< 

- « 



251. 



t 

Déterminer le moment 




de la plus grande poussée i 
horizontale par rapportai 
l’aréte inférieure du pa- 

. ■ 



rtment extérieur du mur. 


' - . 

t* 

•* • 
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353. Dans l’hypothèse où le mur peut glisser sur sa plate- forme , on a 
pour l’épaisseur du mur au cordon, c’est-à-dire , à sa partie supérieure, 

— A, fl ^ 

^ Dj -t- r 1 

354. Dans rhypoihèse où le mur jieut être renversé, l’épaisseur au 
cordon se calcule par l’équation 

x = J lang.’f T -4- ^ ■ — ('• 

11 faut bien observer que les valeurs de x, données dans cet article 
et dans le précédent, non-seulement sont différentes, mais encore dé- 
pendent de conditions absolument indépendantes. 

3J^. Lorsque les deux talus du mur sont égaux, la valeur de 
devient 

A = [ "^“7" ^‘1' ~ 

3 J 6. St on suppose que la cohésion est’ nulle, ou que o, 

il viendra 






US eunt incgiax; 
égaux. 


,x -=zh [ “"g-* 1~ ' — s " ] ’ 

3J7. Les quantités «* et/;/, qui sont ordinairement de petites frac- 
tions , peuvent se négliger sous le radical , ce qui simplifie les équations 
précédentes , et donne 

. X ^\( ■ y t*"g- 3 > **'“* éuni inégiux^ 

X — ^ — I " ] I •'* '*•“* <•§•«*. 

3^8. Si on divise, l’une par l’autre, les valeurs données art. 351 
et 35a. on aura 

A - h- 

C’est la distance du pied du mur au point par où passe la résultante 
de toutes les pressions. Cette distance est égale à j ^ lorsque la cohésion 
est nulle, quelle que soit d’ailleurs la valeur du frottement. 
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X 7 Tépaisseur du mur 
au cordon. . 

n et n* sont les ulus de 
CCS paremens intérieur et ex- 
térieur. 

Il = la pesanteur spéci- 
fique de la maçonnerie. 

y = le nombre par lequel 
|il faut multiplier la pression 
verticale du mur sur le plan 
de sa base, pour avoir la ré- 
sistance du frottement sur le 
plan de cette base. 

r = la force horizontale 
équivalente à la cohésion du 
mur sur une unité de surface 
de sa base. 


DÉFINITIONS, 


THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 


232. 

Trouver l'épaisseur du 
mur au cordon , dans 
l’hypothèse du glisse- 
ment sur la base. 


Trouver l’épaisseur du 
mur au cordon , dans 


rhypothése du renverse- 
ment. 


IJ2. • 

La direction de la 
résultante de toutes les 
poussées horizontales 
passe k une distance du 
pied du mur, égale à 
- i//; 

A — A' 

distance qui est toujours 
la même y quelle que soit 
la valeur du frottement. 


^34- I 

Appliquer fa solution 
du problème précédent,! 

1. ^Au cas où les talus, 
intérieurs et extérieurs 
sont égaux, 

2. ® Au cas où la cohé- 
sion est nulle*' ! 


Trouver à quelle dis- 
tance du pied du mur 
pasft la direction de la 
résultante de toutes les 
poussées horizontales , 
en ayant égard au frotte- 
nient et à la cohésion. 


■ Qq 2 
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Pour déduire le talus que les terres prennent naturellement 
lorsqu’il y a cohésion entre leurs parties, du talus qu’elles affectent 
lorsqu’elles sont nouvellement remuées et que la cohésion entre leurs 
parties est détruite , on a l’équation 

(\-rrh' -t- y h tang. r) tang. <r. tang. (r — tr) — y h tang. t = o. 

On tire de cette équation , en suhstituant pour y sa valeur ç 
tang. J T , ou en égalant à zéro le second membre de l’équation de 
l’article 350, 

__ tang. J T I I ± / ['’i — m) (\ -t- m tang.* -S t .1 ] ] 

, I — Cl — mj iang .'»3 r , 

qui fait voir que lorsque la cohésion entre les parties a lieu , la hauteur du 
talus influe sur son inclinaison, ou que l’angle du talus n’est pas le même 
sur toutes les hauteurs. Ce talus fait toujours avec la verticale un angle 
plus petit tjue T et plus grand que f t; c’est-à-dire , que les limites de son 
inclinaison sont T et ÿ t ; on a cr z=z t lorsque i z=z infini ou m = o, 
.et O- = 4 T lorsque // = ou m = i ; mais comme , dans ce 
dernier cas , la valeur zéro de la poussée correspond à l’angle sous 
lequel cette poussée doit en général être un maximum, il s’ensuit que, 
lorstjtie h ■=. h. , la poussée est zéro non-seulement sous l’angle 4 r , 
mais encore sous tous les angles possibles : cette conséquence , tirée de 
l’équation précédente , est évidente d’ailleurs , puisque est la hauteur 
sur laquelle on peut fouiller le terrain à pic sans qu’il s’éboule. 

560. Les formules données depuis l’art. 344 embrassent, comme 
on voit , tous les degrés de ténacité des terres , depuis la dureté jusqu’à 
la fluidité parfaite. En effet , si on prend la première de ces limites en 
faisant A, = 00 et t = o , et qu’on observe qu’alors tang.’ (jt) 
est du second ortlre , les valeurs données art. 331 , 332 deviendront 
milles , parce que , dans ce cas , il n’y a point de poussée. 

La seconde limite donne , en faisant h. fzz o et t = i cinou. 

Poussée horizontale ^ mr A' . 

Somme des momens de la poussée. . . =1 
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THÉORÈMES, 

PROBLÈMES. 1 



h. 


>n- 

Lorsque U cohésion 
des lerrcs n*cst pas dc- 
iruiie , la hauteor» de 
leur talus indue sur son 
inclinaison. Cette incli> 
naison , rapportée à la 
ligne verticale, est tou> 
jours plus petite que l'an> 
gle du talus naturel des 
terres, et plus grande que 
la moitié de cet angle ; 
elle parvient à la pre** 
micre limite lorsque la 
ha\fteur du talus est in* 
finie , et à la seconde 
lorsque la hauteur du 
talus approche de celle 
sous laquelle on peut 
creuser les terres à pic 
sans qu*cllea s'éboulent. 

2 j 6 . 

Trouver la relation 
entre le talus que les 
terres prennent naturel- 
lement , lorsqu'il y a 
cohésion entre leurs par- 
ties et le talus qu'elles 
ad'cctcni lorsqu'elles sont 
nouvellement remuées , 
ou que la cohésion entre 
leurs parties est détruite. 

•237- 

Trouver ce que don- 
nent les formules de la 
poussée dans les cas 
extrêmes de la dureté 
et de U üuJditc parfaites. 



• 


' 
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Distance , à la base , du point 

(l’application de la résultante = ^h, 

Epaisseur au cordon pour résister 

au glissement — ‘ h( ^ »), 

, Epaisseur au cordon pour résister 

BU renversement = /t[ — t« ± — I— -çwV] * * 

valeurs qui sont précisément les mêmes que celles qui auraient lieu, 
pour un fluide de même pesanteur spécifique que les terres. 


3 ^ 5 1. Les formules des articles précédons offrent une solution du pro- 
blème de la poussée des terres , plus complète que celles qu’on avait pu- 
bliées jusqu’à présent , et à laquelle je suis parvenu au moyen du nouveau 
tbéorcmen.® 348, qui fournit une expression aussi curieuse que simple de 
l’angle de la plus grande poussée. Pour faciliter le moyen de comparer 
mes formules avec celles ou les équivalentes à celles dont les ingénieurs 
se servent le plus communément dans les calculs des épaisseurs des murs 
de revêtement , je vais donner ici ces dernières formules , et exposer 
succinctement les considérations sur lesquelles on peut les établir. 

Si on envisage le prisme de terre, qui tend à se séparer et à glisser, comme 
un côrps de forme invariable dont le poids = \ 'tt h' tang. t , et qu’il 
s’agit de retenir sur un plan incliné au moyen d’une puissance horizon- 
tale , en considérant la pression perpendiculaire au plan incliné comme 
une seconde puissance que j’appellerai puissance normale, <jui se compose 
avec la première que je nommerai puissance koriipjttale , la question peut 
être envisagée sous deux points de vue : 

I .° Les puissances horiipntale et normale peuvent être restreintes à 
empêcher que le corps prismatique n’ait un mouvement horizontal ; 
alors la puissance horizontale a pour valeur j- h' sin.* t , et il reste 
une puissance verticale qui n’est pas détruite , qui est égale à j tt /l* 
sin. T cos. T , ou à ç TT //‘ sin. ( z t), et qu’on néglige parce qu’elle 
n’a aucun effet horizontal. 

Cette considération donne 




sin.‘ '!■ -H I n V ] '■ 
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PROBLÈMES. 

. 


* 54 - 

Dans le cas où (e 




tVoIiemcrt « la cohe- 



t 

sion sont supposes nuis 
formules des arc. 351, 

. ’J ■ , -i 



5 5 2 et 3 5 donnent pour 

\ - ; 


i 

I- 

lasonimedcs poussées ho- 
rizontales, la somme de 
leurs momens , et la dis* 
tance à la base du point 
d*3pp]ication de la ré- 
sultante respectivement , 

238. 

Exposer lei çonslJt- 


• 

J T A’ J i » A’ et 4 A , 

comme pour les fluides. 

rations sur lesquelles on ' 
peut établir les formules! 



de la poussée des terres, 
employées le plus com-j 
munemeot. 

-■ 



* ‘ ! 
. 

. 1 
t 

* 



259. 

Appliquer Ici conii- 
déraiioos précédenies à 
la dcterminaiion de l’c- 
paiiieur des murs de re- 



« 

vêtement, en faisant abs- 
traction du frottement. 

. • 




• 

* 


• 
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cette valeur ne diffère de celle de l’article que par la siibslltutloii 
de sin.* t à tang.* ÿ t; elle donne, par conséquent , des dimensions plus 
fortes , et peut , sans inconvénient , être employée dans la pratique ; 

2.® Les puissances horiipntiile et normale peuvent être telles , qu’elles 
tiennent le centre d’inertie du prisme , ou toute la masse de terre qui 
jx)usse , dans un état d’écjuilihre absolu ; alors la puissance horiipiitale 
est égale à j -tt /<* ; elle ne dépend que de la hauteur du mur et nulle- 

ment du talus des terres ; la puissance normale = — , et on a 

* COS. T 

x = h[ — \n±V'(\ 

équation qui est précisément la même que celle trouvée dans l’article 
précédent pour le cas de la fluidité : elle donne le maximum d’épaisseur, 
et il sera prudent de l’employer dans les cas où les terres , sujettes à 
être délayées , pourront être réduites , par les infiltrations de l’eau , à 
un état qui approche de la fluidité parfaite. 

Je n’ai point parlé du frottement des terres contre le parement intérieur 
des murs de revêtement , et de quelques autres circonstances qui tendent 
à diminuer l’effet de la poussée ; leur considération était inutile à l’objet 
que j’avais en vue , et d’ailleurs la solidité exige qu’on n’y ait aucun égard 
.huis la pratique. 


Fin de î Hydrostatique 
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MS- 

L*apptiCdiion de la so> 

Iiiiion du second cas du 
jrob'émc 238 à la dé- 
lermination de U lorce 
des murs de revêtement , 
donne des épatiseurs tn* 
dépendantesde l'angle na- 
lurtl du talus des terres , 
et seulement proportion- 
nelles à la hauteur du 
mur. 

Ces épaisseurs sont 
égales à celles qu'on 
trouverait dans le cas où 
le mur aurait 2 soutenir 
la poussée d’un fluide de 
« même pesanteur spéci- 

flque.que les terres» ^ . 
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HYDROD Y NA AI I Q UE. 

362. L’nYDRODYNAMi(2tJE est la partie île la mécanique des fluides 
qui fait entrer le temps en considération , et a pour objet l’action des 
puissances sur les molécules fluides , de laquelle il résulte un mouvement. 

363. Si on rapporte la position d’une molécule quelconque d’un 
fluide en mouvement A trois plans coordonnés , les quantités à considérer 
dans la détermination des phénomènes de ce mouvement sont, 

Premièrement , les quantités données ; savoir, t.° la nature du fluide, 
de laquelle dérive une certaine relation entre la densité , la chaleur et 
la pression ; 2,° les puissances appliquées à la molécule, puissances que 
nous supposerons connues en quantité et en direction ; 

Secondement , les quantités inconnues ; savoir , i .° la vitesse de la 
molécule, a.® la direction de son mouvement, 3.° sa pressiôn, 4.° sa 
densité. 

La connaissance de la direction comporte la détermination de deux 
quantités : ainsi voilà cinq inconnues qui exigent qu’on ait un nombre 
égal d’équations. 

Mais on peut , à la vitesse et à la direction , substituer les trois vitesses 
parallèles aux trois axes coordonnés ; ainsi les cinq inconnues sont , en 
dernier résultat , trois vitesses respectivement parallèles aux axes des x , 
J et i, la pression et la densité. 

364. Ces inconnues doivent être exprimées en fonctions de x, 
y et J, et du temps t. S’il s’agit , par exemple, de la densité A , on a 

k = fonction (x , y , i, t) , 
et 

dk-.(^)dx-^(^-)dy-A-(^)d^^(^)dt. 
et dx , dy , di se rapportant à l’espace parcouru par la molécule qui 
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I NOTATION. 

I " 


f = le temps. 
k ti P sont respectivement 
fa densité et U pression , aa 
l>out da temps r ^ de la mo- 
lécule qui ^ X , jf et ^ pour 
coordonnées. 

li ^ V et ir sont respecti- 
vement, au bout du temps t , 
tes vitesses parallèles aux x, 
K et ^ de la molécule qui ax^ 
r et ^ pour coordonnées. 
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6j. 

De l’hydrody- 
namique. 


PROBLEMES. 


156. 

La nature du Suide 
et les puissances qui 
gissenc sur lui étant 
données , les inconnues 
des problèmes relatifs au 
mouvement sont les trois 
vitesses paralièlet aux 
axes des x , / et j , la 
pression et la densiti. 


240. 

Assigner les quantités 
qui constituent les in- 
connues et les données 
dans les problèmes re 
latifs au mouvement des 
fluides. 


. 24.1. 

Trouver une équation 
qui donne i un instant 
quelconque la relation 
entre la densité et les 
trois vitesses parallèles 
aux axes coordonnés. 


Rr a 
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a x,y et 2’ pour coordonndes , on a 

dx = udt , dy = vdt, di = wdt; 


ce qui change l’cquation précédente en 
d k , d k ^ , d k 


dk 


dk 


): 


a K .an. ,/**'* \ ./ 

— =/ 17^" 

d’un autre côté , en comparant les densités de la molécule au commen- 
cement et à la fin de l’instant dt , c’est-à-dire, dans les deux positions 
successives où ses coordonnées sont, i.° x, y et a.® x dx , 
y -t- dy et 1 -H di, ou x -H udt , y vdt et j -t- wdt , on trouve 




. dv \ tfw . ^ 

( IJ-) ( ~7^) ] '■ 


dk 


et ces deux valeurs de — ; — , égalées entre elles , donnent 

dt ” 




( 


d.k\ 

dy 




d.kt 




1 / \ 


O. 


^66- Lorsque le fluide est incompressible , cette équation devient, 
en faisant k = constante , 

, du . , rfv . , dw , 

(-dr)-^(-dT^-^(—^ = °’ 

(équation qui , parmi une infinité de cas où elle peut avoir lieu , est 
satisfaite par la condition que u, v et r sont respectivement indépen- 
dantes de X, ^ et 2; ce qui donne 

J du I . dv . , dw . 

(—) = 0. (^J = oet(—) = o. 


567. Les vitesses u, v et r étant, comme la densité et la pression, 
fonctions de x j et t , on a 

'dv = (^) dx ^(^)dy-^(^)d^,-^ (^)dt, 

■dw^ (-^)dx^ dy -+. (^) di -H (^)dt; 

ou en mettant, comme à l’article 3Ô4, «<//, vdt et wdt, au lieu 
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M7- 

L'cqoation donnée par 
ta soluüon du problème 
est satisfaite par la 
condition que u, vêtir 
sont respectivement in- 
idependantes dex^^ et 


PROBLEMES. 


24.2. 

Trouver ce que de- 
vient i’equation deman- 
dée par le problème pré- 
cédent, lorsque le fluide 
lest incompressible. 


^+3- 

Trouver les variations 
instantanées des trois 
vitesses parallèles aux 
laxes coordonnés. 


I 
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dx , dy et di, 


Forces iccélériirices 
qui ont effectivement 
lieu parallcicment aux 
axes des 


dü , 

' d~7 ' ^ 


, rfu . , </m . I 

^~d 7 ^ 


rfv . i/v , , 

■■-rr= 




d t 

diV 

d 


du , du ■ . du » • , du 

—^'‘-^(-77 


dt 

dnr 


Voilà l’expression des forces accélératrices qui ont elTectivement lieu 
parallèlement aux axes des x , y et et on peut remarquer que l in- 
crément de chacune des trois vitesses dépend des deux autres vitesses. 

D’un autre côté , on trouve , en combinant les actions des puissances 
appliquées à la molécule, avec les pressions que celte molécule éprouve 
de la part du fluide ambiant, que les forces accéftratrices imprimées 
cette molécule sont. 


Forces acccicralrices imprimées par 
l’action combinée <Ies puisances et 
des pressions parallèlement aux axes 
des 


...g[r- 

Z...g[Z- 


(- 


dp. 


dx 

dp 


dy 

dp 


dx. 


■;]. 

)]• 

-;]• 


368' Égalant les forces accélératrices imprimées à celles qui ont 
lieu , il vient 

r , - i X dp ,T , du y , du . , du y du 


r y — -f 

I- h' dy 

[Z -Té 




dy 

/ dv 1 


du , 


au . 

(—>■ 


dv , 




dp n , dw . dw , , dw . , div , 

sréls =é— > é— > é— >-t- 


369. Ces trois équations, celle de l’art. , ou de l’art. -^66 
(si le fluide est incompressible ) , et l’équation qui doit être donnée par 
la nature du fluide , entre la pression , la température , &c. , forment 
les cinq équations qui , supposées intégrées , donneraient , en fonctions 
finies de x , j et t , les valeurs des cinq inconnues u , v ,w , k a p, 
11 est important , dans les applications , de se faire une idée exacte 
1 
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^ = la force accéliratrice 
de la peianteur terrestre. 


- 

244. 

X , Y et 2 . sont des 



Trouver les trois 

nombres abstraits, constans 
ou variables , tels que les 
produits g X , g Y, g Z sont 
ri'speciivement égaux aux 
forces accélératrices qui , si 
la molécule qui a x, y ci ^ 
pour coordonnées , était par« 
faiicment libre , seraient im- 
primées à cette molécule, à 
l'instant qui termine le temps 
r et en vertu des puissances 
qui la sollicitent, parallcle> 



forces accélérairices qui 
animent une molécule 
fluide, parallclcmentaux 
axes coordonnés , en 
combinant les puissances 
qui lut sont appliquées 
avec U pression qu'elle j 
éprouve. 



ment aux axes des / et 



24;. 


• - ■ 


Trouver trois équa> 
lions qui, supposées in- 
tégrées , donneraient , h 
un instant quelconque , 
les relations entre les 
trois vitesses parallèles 
aux coordonnées et la! 

; 


. 

pression. 



158. 

\ 



Les trois équations 

. J 

. 


données par la solution 
du problème 24.$, celle 
donnée par ta solution 
du problème 241 , ei 
celle qui SC rapporte à 

* 
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de la correspondance qu’il y a enire les variaiions de x , y , z et t, et 
celles correspondantes d’une quantité qui serait (onction de ces variables. 
Ainsi , soit 

^ = fonction (x, y, i, t); 

on peut" supposer t constant et faire varier x . y , et soit partiellement, 
soit toutes ensemble. Dans ce cas , on compare les diverses valeurs 
contemporaines de qui, à un instant dcierminé, répondent à diffcrens 
points du système fluide , et appartiennent à dilfcrentes molécules placées 
à ces points au même instant. 

On j>eut , au contraire , supposer x , y et j constans et faire varier t : 
dans ce cas , on considère les valeurs de ^ appartenant aux diverses 
molécules qui , dans plusieurs instans successifs , passent par un même 
point qui a x, y et j pour coordonnées. 

Enfin , si on fait varier x , y et j ( soit partiellement , soit toutes 
ensemble) et t , on obtient les valeurs de 4> a|>partenant à une même 
molécule , et qui changent à mesure que cette molécule passe , dans des 
instans successifs , d’un point à l’autre du système. 

'^yo. Reprenant les équations de l’art. jtîS , et faisant 



on trouve , en multipliant les équations susmentionnées respectivement 
par S'x, Ay ef Aj, et prenant leur somme, 

X ^ r Ay -f- Z ch — ('t/A X -t- KJ\y -4- r.^ Z; ; 

équation dans laquelle la dificrenliclle J'p n’est prise que par rapport 
à X, y et Z. c’est-à-dire, dans l’hypothèse où le temps serait constant; 

ce qui donne ^ ^ = o. 

Cette équation équivaut aux trois de l’art. j68, parce que J^x, <^y et 
A Z se rapportent à deux points différens du système, qui, à cela près 


/' 
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•» ■» 

• 

la relation entre U den- 
sité (t Ia température du 
fluide f forment cinq 
équations qui , suppo- 
sées intégrées , fotirni- 
raient toute* les déter- 
minations relatives au 
mouvement des fluides. 

246. 

Détermirser la corres- 
pondance qui existe entre 
les variations de x ^ ^ ^ 
et r ^ et les variations , 
totales ou partielles , 
d*une quantité ^ qui se- 
rait fonction de x ^ y , 
^ et f. 


* 


• 

• 

■ ■ 

• 

« 

• 


' 

^47- 

Trouver une'équation 
unique qui remplace les: 
trois équations données 
par la solution du pro- 
bicme ;t 45 « 

N,* Les varlfttloni ie p» « , 
»> et ^ sont désignées par / an 
lieu de J , parce qu*H Tagit ici 
des diiferences contemporaines 
de densité et de position de deux 
rnoiécuies infiniment voisines , 
pour distinguer de pareiiles 
dificrencei de celles qui se rap* 
portent à une même molécule 
idans les iostins tuccesaî6 de son 
mouvcBScnt. 


• 

. 

• 



Ss 
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qu’ils doivent ûtre infiniment voisins , peuvent d’ailleurs avoir , l’un par 
rapport à l’autre , une positron r^uelconque , et qu’ainsi les rapports de 
ces incrt-mens S^x, et sont tout-à-fait arbitraires. Il faut, d’après 
cette indt'i>endance , que les coèflîciens de S^x, J'y et J'j soient séparé- 
ment égaux à zéro dans l’équation précédente ; ce qui , en observant . 


que ^ J a été supposé nul , ou qu’on a simplement J'f — (~^) 








( ^ ) J' 1, redonne les trob équations citées. 


37 F. J’ajouterai à cette observation une remarque qui pourra être 
^iitile aux commcnçans. Soit l'équation ^ z= fonction fx, y < Z> *) > 
incrémens de x,y éi j peuvent se rapporter ou aux positions respectives 
et contemporaines de deux points infitiimeiu voisins du système, à une 
époque donnée , ou à l’espace parcouru par une même molécule , pen- 
dant l'instant dh: dans le second cas , ces incrémens ont pour valeurs 
particulières udt, vJt et M’dt respectivement ; mais les coèflîciens partiels 

( toujours les mêmes dans l’un et l’autre 

cas ; ce sont des fonctions finies qui dépendent uniquement du choix de 
l’indéterminée qu’on fait varier , ou fde la direction dans laquelle 
on considère la variation , et sur lesquelles la valeur particulière de 
l’incrément qui résulte de cette variation (pourvu qu’on le suppose infi- 
niment petit ) n’influe en aucune manière. 


372. Toute la théorie du mouvement des fluides est donc contenue 
dans les deux équations suivantes , auxquelles il faut ajouter celle relative 
ail rapport entre la température et la densité. 


(A) . 

(B) . 


. d .k U * 
* dx ~ / 


d.kv . 

(-rr) 


^ d.k w ^ 

( 7^ 


' dt ' 


=SfXJ'x-i-yj'y- 


■ 1 J'l) — (UJ'X-^VJ-y 


en observant que dans le cas des fluides incompressibles, l’équation ^AJ, 
qu’on peut appeler équation de continuité', devient 


(CJ (^). Ar- 
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* cunt fonction de 
y t î et f, lej coéfficien* 

J ♦ 

difTérenticIs ( • ) , 

du ' 

( -T — r — i ont les 

mêmes valeurs, soit <|ue 
les variationsde et ^ 

SC rapportent -aux posi- 
tions successives d’une 
même molécule , soit 
qu'elles se rapportent à 
la didcrence de position 
de deux molécnles.inli- * 
nicnent voisines. 


64. 

De l'cquation de 
continuité dans 
le mouvement 
des duides. 


24.8. 

Récapituler les équa- 
tions qui donnent tous 
les phénomènes du mou- 
vement des fluides. 
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et que, dans 1 équation (B), S'p ne renferme pas le terme 

cette différentielle n’étant prise que par rapport à x, y et ou rem- 
plaçant dans réqua*li*on (B) la somme des trois différences partielles 

) S' X -f- (-^ ) ■+■ ( ~^) indique la différence 

des pressions contemporaines qui ont lieu à deux points infiniment voisins. 

373. L’équation (A) de l’article précédent est susceptible d’une 
intégration complète. En effet , si on prend trois fonctions arbitraires de , 

J et r , et qu’on désigne ces fonctions respectivement par F, G et H, 
on satisfera à cette équation (A) de la manière la plut générale, en y 
substituant pour ku , kv, kv ex k les valeurs suivantes, que je ne donne 
que comme exercices d’analyse , parce que j’emploîrai bientôt l’équation 
de continuité sous une forme beaucoup plus «impie. 

J f d G \ s d hî I t d F . t d G \ / d M 1 Æ d F ^ * dG * y d ff . 

m 

374. L’équation (C) du meme article 371, est aussi satisfaite de la 
manière la plus générale , en y donnant à « . r et iv les valeurs suivantes ; 

^dF./dG^ ,dF..dG* ^ f . 

" = (-jr-H-jr) - (-7^)(-7z-) f(y> i- 0 


. dF./dG% ,dF.. dG% ^ / X 

" = - (—)(—) 

/ \/ 1 • / ^ \/ \ rr/ I 

^ = (-7r)(-jr) - (-ir)(-Tr) 


^ = (^n 


dx ' ' dx 

dG , . dF 

d M * i 


dl ' 


*)' 
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• 

• 

• 



• 

. 


249. 


\ 

■ ■ 

Intégrer l’équition 
noramet équation de con- 
tinuité , 



* 

I.* Dan» le cai de» 

• 



fluides citstiqnei, 

• 


• ■ 

• 

. . î é * . . : .V 

• 

• 

— « • • 1 ' 

. v> _ 

G 9 t M sont des fonc- 



J 

tions Arbitraires de » ,y, ^ 




et t. 

• 

. 


Lei ligntif.ff.fffetffff 


• 

, 

sont des signes de fonction , 




en observant que ff, fff , 




ne désignent pas des 
fonctions d^fonctions , mais 


• 


^u’on double, triple, &c.> 

/ 



la lettre f ^ seulement pour 


' 


désigner des fonctions dilfé« 



' 

rentes. 



• 

• 

1 




2.* Dans le cas des 

. 

■ 


fluides incompressibles. 



- 

1 

• 





¥ 



Digitized by Google 


^z6 .'i: "COURS DE MÉCANIQUE, 
r' OnTaît entrer Te temps dans'ces valeurs de u, v et w, quoique ('’Cy ne 
soit qu’entre les trois variables x ,y et j / mais / est considéré comme une 
constante, parce que, pour satisfaire à l’équaii(Jn (C) moyen des trois 
.prccéilenics , il faut, dans la 2.' et 3.*, faire respectivement, 

[égaux à zéro. ; 


j >3751 1 ,ES intégrales des deux artick's précédens sont, ainsi que j’en 
^ai prérenn , plutôt jitiles comme exercices d’analyse que comme appll- 
j cables à, la $oIutmnj de} problèmes d’hydraulique. Avant de donner i 
'réquatlou de continuité la forme la plus simple dont elle est susceptible, 
‘il est bon de faire k[uelques observations sur les équations de l’art. 372. 
D’abord si on supjsbse les vitesses nullds , on aura 

U — O, v—o, ir = o, U^o, K=o, IF=o. 

! Ces équations se réduisent à ; 


/ tl k , I 

( — ) =\°- 


J_r_ 

h 


A'JN.v 




ZS^Z: 


,1a première exprim^ que la densité ne peut varier qu’avec le lieu, ou 
‘avec X, y et et nullement avec le temps; la seconde est l’équation 
de l'équilibre des l^iides, donnée art. 264. 


376. On voit ejue l’expression h- Y^y Z J^z- fli'' 

(dans le sens de lai définition 2 i ) la somme des wowe//j des puissances’ 
appliquées à (a molécule, dont les coordonnées sont x, y et j, que cette 
expression, dis- je, doit être une fonction difl'érentielie inttjgrable par 
elle-même , indépendamment de toute relation particulière entre x, y 
et 2,; et e’^est ce -qui a lieu dans les cas 'que présente lu nature. 

Ainsi, tians le j cas des fluides incompressibles , l’équation (B), 
art. 372 , deviendrp. I 


SP 

h 


= ^J— T 


Là fonction arbitraire f(t) vient de ce 
<juc djt e»t une dincrcniicHe prijc par 
rapport k x , jf et ^ seulement , art. 
J 7 « I 


‘ Diaittzwd bv CiuÔQlt’ 
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5^8 i :i,i COURS DE MÉC'ANIQUE, 
mais 'pour' 'qîiè' 7 ’solt"une"quantité assignable , il faut qu’on ait 




deux de ces ^qu»> 
tioni donnent U 
troisième j 

et que les, fonctions arbitraires F et G qui, art. 374, entrent dans les 
valeurs de u, v et v , soient telles que ces équations de condition aient 
lieu. Or, l’intégration de l’équation (C),Att, 372, qui a fourni les trois 
équations de l’art. 374, ne donne pas la plus légère facilité pour déter- 
miner F et G àe manière à rendre UJx -H VJ y -H WJ'^ intégrable. 


L’équation d’équilibre -+- Q<^7 -q- PS^Z‘ 

considérée comme déduite des équations du mouvement , fournit un 
résultat singulier, en ce qu’elle conduit à l’intévrale 
. ■ p=z kS-t-f(t), 

le fluide étant supposé incompressible. On voit que dans le cas de 
l’équilibre il entre une fonction arbitraire du temps dans la valeur de la 
|>ression ; mais , avec la plus légère réflexion , on se rend aisément raison 
de cette conséquence paradoxale. £n eflet, si un fluide incompressible 
en équilibre remplit entièrement la capacité intérieure d’un vase ( qu’on 
yput supposer de forme invariable ) , il est évident qu’un piston adapté 
à un orifice pratiqué à ce vase , peut , à des époques successives quel- 
conques , exercer sur le fluide des efforts* quelconques , et changer ainsi 
les pressions que les parties de ce fluide exercent les unes sur les autres 
sans détruire l’équilibre. 

‘ 378. Voici maintenant une autre manière de parvenir à des équa- 
tions générales propres a représenter les phénomènes du mouvement des 
fluides, ou à tenir lieu des équations de l’art. 372, J’observe d’abord 
qu’à un instant quelconque du mouvement , les positions respectives , 
les’ pressions et’léi densités des molécules du système fluide, dépendent 
des positions respectives des pressions et des densités qu’elles avaient à 
une époque déterminée du mouvement çt du temps qui s’est écoulé depuij 
cette époque. On a donc ^ ^ 

z= ; P z=i ff(a,b,c,t); i — f ff (a.b. c ,t). 
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• 

J 

1 6 1 . 

• 1 

' 

j 

• 


La valeur générale de 
la pression dans le cas 
de l'cquilibre des fluides 
incompressibles , ren- 
ferme une foociion arbi- 




traire du temps. 



• 


- 




! * 

j 

a , h et c sont les coor- 
donntcs iniiiiles , parallèles 
rcspeciivcnuMU aux * j y 
de la molécule qui , au houi 
du temps aies coordonnées 
X , ^ et 

ft fft fff sont, comme 
à l’art. 375 f des signes de 
fonction. 

t 

162. 

A un instant queU 
conque du mouvement » 
les positions respectives , 
les pressions et les den- 
sités des molécules d'un 
fluide dépendent des 
poiiiions respectives des 
pressions et des densités 
qu’avaient ces molécules 
à une époque déterminée 
du mouvement et du 
temps qui s’est écoulé 
depuis cette époque. 

1 

j 

; 

1 

i 

• 


Tt 
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La pression p et la densité k, au bout du temps, qui, en général, 
sont fonctions des x,y,iei t (art. 364), sont par conséquent^ aussi 
fonctions de a, b, c et t. 


57p. Lorsqu’on considère le mouvement d’une même molécule 
pendant l’instant rit, les valeurs de dx, dy et di, tirées des équations 
de l’article précédent , doivent être prises en ne faisant varier que le 
temps , puisque a, b et c sont constantes par rapport à une molécule 
considérée isolément. 


Mais s’il s’agit de comparer les positions respectives de deux molécules 
à un instanr déterminé , alors il faut considérer le temps comme constant, 
et faire varier it, b et c ; ce qui donne ,’ en se servant du signe de varia- 
tion <T , pour indiquer qu’il ne s’agit pas d’un espace parcouru , mais des 
incrémens des coordonnées lorsqu’on passe d’un point du système à un 
autre point pris arbitrairement et infiniment près du prefflier, en consi- 
dérant les situations contemporaines de ces deux points ; 



= (-I7) ^ ^ ^ 


\ 1 ne fjut pli perdre de 
vue ijue les cocHiciens 

®n« 

tics va!curs qui st>nt don« 
nccs uniquement par les 
foneciona difTcrenLices , 
cl qui ne drpendeni en 
aucune manière de celles 
pics variations 
/c. Tari. 371, 


j8o. Si on suppose , pour abréger , 



on déduira des trois équatioiu de l’article précédent , 

( t "77-^ ] ^ ) 

f [ (^t)( - h) - ^ I \ 
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1 

P R 0 D L E M F. S. 

t 

• 

' • ■ 

252. 

Considérant les posi- 
tions contemporaines de 
deux molécules infini- 
ment voisines , trouver 
ics variations de * ^ ^ 
et ^ en fonctions des va- 
riations des coordonnées 
primitives. 

1 


, 

•t 

« 

■- 


■ ' 




f 




2ÎÎ- 

Retondre le proîjlènie 
inverse du précédent. 


t “ 

■ • -r . • 

‘ ■ ■■ 

' ■ - 

f • 

t> * 

-1 ■ ' N — 

• 

< 

. \ 

. J •' 

, 1 


) 


Tt * 

\ 
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[ 

[ 

-t- [ 


;/_<L I 

' da '' dt f 


d c 




;]j>. 







581. On a pareiilenient pour les différences, qui ont lieu au inêmc 
instant , entre les densités et les pressions de deux molécules infiniment 
voisines , _ _ 

dp = (-f-)^^ - 

en supposant le temps constant , puistju’on considère des densités et des 
pressions contemporaines. 


' 382. Les fonctions de a, b, c ut i qui, art. 378 , donnent les va- 

leurs de x,y, 1, P et k, doivent être telles que si on fait t =z o, elles 
donnent 


X — a; y — b; z =^c; p z= p^,,; k = 

J^A- = J^y = S b; J^7 = J\f; J^p = S^k = 

les équations de lart. 375? étant alors satisfaites par les valeurs 


tfx 
d a 

II. 

d a 


J = 

J => O 


( 


dx 

IT 

_dj_ 

db 

d 


) */ ^ * 1 

^ (■—) - 




* de ^ 
d:^ 


o; 


O : 


(^V) = o: = 

et la valeur de C, art. 380, devenant égaie à l’unité. 


' I 
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THÉOR ÉMES. 

■ 1 

PROBLEMES, | 



• 

1 


• 

■ ■ ' 

• 

\ 

1 

i 

j 

[ 

Trouver, dans 
pothèse des deux pro- 
blèmes prccèdcos , les 
variations de la densité 
et de la pression. 

1 

î . ; : 



• 

l 

l • 

' N 


t 


. 1 

1 ■ 




^ V ■ ■ ' 


• A * . » ■ 


: 

, i 
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3 5+ COURS DE MliCANlQUE, 

383. Tous ces préliminaires poses, les considcraiions reladves à la 
variation de la densité , ou semblables à celles qui , art. 364., ont conduit 
à ré([uaiion àe continuité de l’art. 3(^5 , fournissent ce résultat très-simple, 
que la quantité Gk ne dépend nullement du temps, c'est-à-dire, qu’elle 
est constante pour une même molécule , et ne varie que d’une molécule 
à une autre ; en sorte que c<?tte nouvelle solution donne pour l’équation 
de continuité, 

G k = 

384. L’équation de l’art. est la dilférentielle de celle de 
l’article précédent , prise par rapport au tt^ps t. 


385. Lorsque le fluide est incompressible, k et’C = i, 

équation analogue à celle exprimée par l’équation de l’art. 366, et 
qui, en substituant pour G sa valeur, article 380, établit entre 
X, y, J, </. 6 etc une relation au moyen de laquelle les coordonnées 
X, y et Z d'une molécule se déduisent de ses coordonnées initiales 
a , k et c. 

386. Maintenant , si on considère les actions que les puissances 
appliquées à une molécule fluide exercent sur cette molécule , parallè- 
lement aux X, aux y et aux j.eii ayant égard à la pression qu’éprouve 
cçtte molécule , on parvient aux trois équations , 


^quition du 
niotivemeot d*ttne 
molécule fluide , 
considt-rce parai 
Icicment aux 
a\€$ des 


- 


Y-?-) = 

•t Ja ' 






df 


d 

dz \ y'f' 




^ (-/-J 


d M 


dy 


(^m 




,d' X 




.rf* 


I 


d c 
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• 

163. 

Le produit de U dcn> 
site d’une molécule par 
U quantité G , évaluée 
art. 380, est une quan- 
tité constante égale à la 
densité initiale de la mo- 
lécule. 

Trouver, pour le mou- 
vement des fluides, l’é- 
quation de cofiihiwté , 
d’après la considération 
de l’état initial. 



< 


• 


- 


X t K et Z ont U même 
sigaiHcatiou qu’à l’an. 367. 



2 ^ 6 . 

Trouver , d’après la 
considération de l’état 
initial, les trois équa- 
tions du mouvement des 
fluides dans lesquelles 
entrent les valeurs des 
puissances appliquées aux 
molécules* 

• 





6 'COURS DE MÉCANIQUE, 

587. Faisant ia somme de ces trois équations après les avoir 
multipliées respectivement par «T- </, / A. «T- c. on a 


îp = k 'Xîx-k- l'J'/ -V zj î; — y > 


équalion dans laquelle les différenlielles S^p, <F.v, <T j (les quantités 

p, X , y et 1 euant en i»énéral fonctions de n, / et /), ne sont 
prises qtie par rapport à a, b et c, et ne contiennent pas les termes 

• (~f~) dt. (i~) dl. (-J--) dt, respectivement. Ainsi 

l'éqtiation iniéiffale déduite de la précétlcn'c , qtii donnerait la valeur 
de p, devrait cire tomplélée par une Ittnciion arliitraire du temps t. 


388. Les équations diniTeniiellcs du mouvement des fluides, dé- 
tTiites de Id'considésttlion de l’état initiai, sont donc 


^ ^ w 

(li) S yj = A * -t- Yiy~^Z,S ^ y t { 




La première équation donne , dans le cas des fluides incompressibles , 

— 1 , 'ce qu't établit une relation entre x, y, i et a, b, c. 

La deuxième équation équivaut à trois; car, en substituant pour A a:. 
S y et S' I leurs valeurs, art. 375», et observant que Ai et Ac 
£ont indépendantes , parce qu’elles se rapportent à la position d’une 
molécule par rapport à une autre infiniment voisine, mais, à cela près, 
siitiéo arbitrairement, on peut égaler séparément à zéro las coèlficicns 
de ces trois dilTérentielles Art, Ai, Ac, ce qui donne les trois équations 
de l’art. 386. 

Cette seconde éqyation étant supposée intégrée, si dans l’intégrale 
011 regarde rt, b , c comme constantes et t comme variable, on aura, 
pour un instant quelconque , les circonstances du mouvement de la 
molécule dont les coordonnées initiales étaient a , b et c. 

Si à ces quatre équations on réunit celle qui exprime la relation entre 
la température, la pression et la densité, on aura cinq équations pour 
détcrniiner les cinq inconnues mentionnées art. 363 , qui sont p, k , 


ji, V et ir, 




338 COURS DE MÉCANIQUE, 

38 ^. Revenons aux cquations Je l’art. qui, multipliées 

par S'x, S'y et S'i et addiiionnces, donnent 


*. 


J U 

4/ X 


, d t* 


dy 


Sp ^ )v ~)\iy 

\ d X dy • 4/ J dt 

et supposons que «J'.v — t— vSy —H h <T'J soit la différentielle exacte 
d'une fonction L1 de x,y, j et t (bien entendu en différenciant ii 
seulement par rapport à x , ^ et j , et en supposant t constant ) ; on 

«lira donc ^ 

• F 

il ■=. fonction de (s,y , z *) ! 

S Vl = uS'x H— vS'y -f- wS'z —H ^S't ; 


, du / dn . ■ / 1 û / dn , 

" = >' = « = (—J 


/du . / tiv 

< ' d x 


)>■ C-~) = (^)> (~) = (~)^ 


dl ' ^ dy 


; = Æ;; 


dy ' ^ dt ' ' dy 

et en appliquant ces valeurs au second membre -de l’équation ci-dessus, 
on trouvera aisément 

US'x -H VS'y -t- Wdi = ttS'ti -4- vJ^v H- -f- </fl , 

en se rappellaiu que U , V W sont les valeurs respectives des trois 
termes du second nlembre. 


3^0. Ainsi, eh supposant que uS^x -j- VS'y -f- wS'z est une 
différentielle exacte, l’équation du mouvement des fluides devient 

~r=s^ — ( h- fl; -f- f(t) : 

en a ajouté une fonction arbitraire du temps /^t;, parce que les diffé- 
rentielles intégrées ne sont prises que par rapport à .v , y et j, et 
cependant f (t) pourrait être censée renfermée d#'»s 6 et ne pas s’écrire 
séparément sans que le résultat précédent fût moins général. 







340 COURSDE MÉCANIQUE, 

3pi. L’équation de l’article précédent sera toujours satisrailc , 
lorsque la densité k sera fonction de la pression p ; et si quelque autre 
circonstance la rend possible , il faudra que k soit fonction de p et 

#/* I |,* l|,* 

de — ( ;; 1- (i), autrement l’hypothèse de l’art. 38^ 

devra être exclue. 

3p2. On voit encore par l’équation de l’article 3po , que dans 
l’hypothèse de l’article 38p. la pression d’une molécule Huide dé den- 
sité constante diminue lorsque sa vitesse augmente. 


3^3. Il est important d’ajouter que la quantité u S' x -t- v/y 
H- vS'i est , dans tous les insians , une dilférentielle exacte d’une 
fonction L 1 de x, y, j et t , prise par rapport à x , y et si elle l’est 
A un seul instant. Ltignwge est le premier qui en ait fait l’observation. 
A'técan. anal. Parmi les circonstances où ce cas a lieu , on peut dis- 
tinguer celle où le mouvement part du repos. 

S’il y a des vitesses initiales , il faut qu’elles soient telles que ui'x 
H— -f- soit intégrable; ce qui arrive lorsque ces vitesses 

initiales sont produites par une impulsion quelconque sur la surface 
d’un fluide , telle que l’action d’un piston. 


3^4. En conservant l’hypothèse de uS^x -y- vJ^y -+• diffé- 

rentielle exacte d’une fonction D. de x, y, j et r, l’équation de conti- 
nuité de l’art. 365 , 


, d(/<u,) ^ / d(Ay) 

' dx / / 


Jj, 


. d(hw) I / 1 

(~d—) ° 


devient 


f T / ^ ^ \ 

° 


• dy' é 




dk 


(~)( 


da 

d X 








et la fonction fi doit être déterminée de manière à satisfaire tant A cette 
équation qu’à celle de l’.'irticle 3po. 
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N O T A T I O M. 


DÉFINITIONS. 


THEOREMES. PROBLÈMES. 

i6+. 

LVquation donnée par 
la solution d'j problème 
259 , peut être satisfaiie 
lorsque U densité est 
fonction de la pression. 

165. 

Dans te cas du même 
problème , celui oxi ul x 
-H V M- M' J' ^ est une 
diirèrenticlle exacte , la 
pression d'une molécule 
Huidc de densité cons- 
tante diminue lorsque sa 
vitesse augmente. , 

166. 

La quantité uS^x - 4 - ^ 

vS'y -f- est une 

difierenticllc exacte dans 
tous les instans , si elle 
l'est dans un seul instant. 

Ce cas a lieu lorsque le 
mouvement part de l'état 

de repos , et lorsque les ^ 

vitesses initiales , dans 

un fluide incompressible, 260. 

.ont produite, pw une 
impulsion quelconque J, 

sur la surface de ce nuide, • ^ . 

,, „ * tinuite, lorsque - 4 - 

tellc que I action d un f. ..... j\ 

^ V “ 4 “ tt' J' ^ est une 

P***°”' dilTcrcnticIle exacte. 
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^^2 COURS-DE MÉCANIQUE, 

C E TT E" dctermi nation prcscnte les plus grandes difficultés, 
lorstju’on suppose cjue la densité k est variable d une manière tjuel- 
conqiie , et même dans le cas où elle ne dépend que de la seule 
pression p ; mais si on suppose la densité k constante , 1 équation de 
l'article précédent se simplifie beaucoup et devient , 

(-r.^) -+- ( ; — O. 

qui , étant résolue, donne pour les trois vitesses de la molécule , art. 3 8 c; , 

, il il , , rf a , , d il J 

3^6. Lorsque |e fluide n’a que de très-petits mouvemens , on 
peut , dans l’équation de l’art. 3^0 , négliger les carrés des vitesses « , 
r‘ et iK* ; ce qui la réduit à 


* - */-x- = 


Il faut observer, art. 589 , q«c 9 =r rjj- ) i 


c( , art. 390 , 
dans Ç. 


peut ctfe censé compris 


3py. Ainsi , dans le cas où ui'x -H vS'y -f- b Aj est une difTé- 
rentielle exacte d’une fonction il de x , y , i et / , cas qui a des 
applications très-étendues , les équatipns différentielles du mouvement 
d’un fluide sont, 

• , ( remarque 

s,r dn-'lt 

* f precedent. 


. . .54. H- V H- tvv -f- ; 

et dans le cas d’un petit mouvement , 
auxquelles il faut joindre l’équation de continuité , 


, _ , . f , d* £ï \ 

(C) . . .k\ ( , ) 


, rf* n , , rf* n . , , 


, d h ..ni* » . ti h, X s (t Li' . , d H . 

-H r-/r^ = O . 

qui , lorsque le fluide est homogène , devient 

, d' Cl , , tP Cl . iP Cl . ~ 

(^}"-( rfv* ~ 7 ?~) — °- 


f 
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« 

• 



261. 


4 

■ 

Trouver, pour I*hy- 
pothôc de w/x H- v// 
“*■ difTéremiclle 

exacte , IVqoation du 
mouvement des fluides 
dans le cas où ce mou- 




vemcrtt est trcs-petit. 




. 262. 



* . 

Paire la réeapitulation 
des cquaiions du nionVe- 
ment des . Suides , dans! 
l'hypoihcsc Je ul'x -+- 
v/'y «P / J, diffé- 

rentielle exacte. 

1 

1 


• 

. . . 

. i 

• 

• 
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34.4 COURS DE MÉCANIQUE, 

3^8. L’intégration de cette équation présente de très -grandes 
difücultés , qui ont été heureusement surmoiuées par Marc - Antoine 
Parseval, nyhémaiicien distingué , connu de l’Institut national et des 
savans par des travaux et des decouvertes importantes. Voici le précis 
de sa méthode et de ses résultats qu'il m’a permis de publier , et qui 
a l’avant.ige de faire dépendre l’intégration de l’équation dont il s’agit, 
de celle de l’équation de la propagation du son que je donnerai bientôt, 
et qui se trouvera ainsi résolue d’avance. 

Si on a une suite , 


Q_ = et — f- -t— c-v’ —H f x' H— &c. , 

dont on connait la somme Q , et qu’on multiplie chacun de ses termes 
respectivement par ceux d’une autre suite , 

A, B, C, 

cette dernière étant telle qu’on ait A A — o , Euler a trouvé que la 
sonnne de la suite 


Aa -f- Bùx H— Ccx' H— Ffx^ -I— &c. , 

était égale à 

AQ-^ ? 1 H&C....-4- 


dx‘ 




expression finie, puisque le terme qui contiendrait A” A serait nul, dans 
— sont des fonctions données. 

a X 

Parseval a résolu la question d’une manière beaucoup plus générale, 
en faisant dépendre la sommation d’une suite ainsi formée des produits, 
terme à terme, de deux autres suites, de l’intégration, par intégrale définie, 
d’une fonction finie à une seule variable. 

Si on a deux suites , 


laquelle 


dQ 

dx 


A Cf' - 4 - /’y’ -4- &c, = T, 

a H— 1 — — H— —j H &c. = F , 

j> j> F . , 

dont on connaisse les sommes T et T,, on aura la somme de la suite 
Aa I— B b 4 " Ce • I F^ 4" &c. Vf 
par l’opération suivante : 
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34<5 . ,, -COURS D E i-M JÉ;C A,N 1 QU E, . 

Il faudra faire le produit TT^, et y substituer successivement, au 

lieu de ô, i cos. u. -\- ( — i ) ' sin. u ; 2 .® cos. u — ( — \)' sin. u ; la 
première substitutioii changera le produit TT, en une fonction que 
j’appelle v,, et la seconde substitution changera le même produit TT, en 
UiK* autre fonction qpe j’appelle i'_. Ces deux opérations faites, on aura, 
pour la somme cherchée , 

y = — f T . Au. 

ti «/ 2 

3Les imaginaires que! cette méthode introduit dans les fonctions y, et 
doivent se détruire on peut y parvenir par des artifices particuliers 
de calcul dont Parstval s’est occupé. , 

Considérons maintenant l’équation 

— -4- -^1 (I). 

qui , comme nous l( verrons bientôt , est celle de la propagation du 
son , dans le cas du deux dimensions. , 

Si on fait { • 

! uz=x y\/( — i) , 0^A- gh — a, 

cette équation se réduit à | • , 

i , d't , , 

' - 77 -= 

Supposons que la valeur de (p , qui satisfait à cette équation de ht 
manière la plus générale , soit représenjtée par cette suite développée 
par rapport aux puissances de r, I 

i ? <PJ -V- (plrt' —H &c. , 

, <p^, &c. , étant des fonctions quelconques de u et de fl , si on 
substitue cette valeur de (p dans la proposée ( 2 ) , et qu’on détermine 
convenablement les Uifférens coèfficiens .des puissances de t , on aura 




4 a/* 


f „ f -H 


>♦1 I 

4 a/* I 


•M 


Jti 

d‘9 . 


(ko)' '* 


fk‘!‘ 


■f'9. 

J «Si* t/j)‘ 

dûf* df* 




J» 9, 

du'di' 
d‘ 9„ 


&.C. 

0 

&c.. 


■ç, et ip^ étant deux, fonctions arbitraires de u et fl. 
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Le problème se rcduii donc à sommer chacune' dé çesnuites ;!or, Si 
est évident que si on peut parvenir à sommer la seconde , on pourra 
facilement sommer la première qui en est la différemieSle par rapport 
a r. ' N. 

Pour sommer la seconde suite, faiwns 4a — ^et , 

4^ étant une nouvelle fonction arbitraire et m étant un nombre infini; cette 
suite deviendra ' ' ‘ 

.->7 &c.. b 

laquelle peut se réduire à cette forme, . _ . , ; , 


(u — — *r 


I . . . é «1 — \ (m — \ ) 


.i.J 


— Si)C^ w- ,t7 ’. 


I . . .(xm — i) 

V .l'/j 1 li ,i;!- 


. (x,a- X) ■ • 

en faisant , après les intégrations , a> 2= S , 6 = <r. On pourrait' 
démontrer cette formule par la méthode que 'Laplace a" envploj ée pour, 
réduire une formule analogue à celle-ci, dans son Mémoire, cité dans 
le volume de l’Académie "des sciences de Paris, année 177^ ; mais on 
s’assurera aussi de sa légitimité, par la méthode connue des intégrations 
par parties. • , . . 

Il'ne reste donc plus qu’à sommer la suite qui multiplie la fonction 
dans l’expression précédente. Or , pour cela , je la suppose dépouillée 

■ , &c.', et je considère la suite,' ' 


. de ses coèfficiens t , — — 
1.2.3 


M f 


(B)... s 


(a — — • )" 


( U — é* — ' 


l ... (m — l ) . \ ... (m — \ ) 

»i« S 


I . . tm. I • . .m 

J— • . •' ^(ll (Ty) * 1 S 

S étant une nouvelle valable : or , cette suite est égaie à 

(a — a;- (h — ,)' ' é" — A;"-'é9 — •)'- 


► I 


(té — — •) 


X X 2 
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dont la somme, évaluée par la règle ci-dessus, est 




0.( — \)‘(u — 6-- ) ’ (’S — t “ 


En 'prenant seulement la partie réelle Üe cette expression , et faisant , 
après l’intégration , u = tt , cette somme sera égaie à 

4 l 

s^^ + * /» , ( 2 * /Ç — )‘*în. « . 

1 r V 

t 

Substituant donc maintenant cos. 0 -4- (t — i sin. u à la place des, 

LL 

on aura , en faisant f u — — H, la valeur 'de l’expression 

précédente égale à celle-ci: 

— { cos. (zm , I ^ U -t- ( 1 ) ’sin, (zm-f-^ 1^0 \f<Iu cos. { Z 13 

I. 

sin. U [ cos. U — ( — I ^*sin. u ] ] ; 
or , on a . _ , ” , ^ 

cos. j afl sin. «/[cosit» i /'sin. u]] — cos. /z O sin. « cos. o/ x 

cos. I Z n sin. U ^ i . siq. v \ sin. | 2 H sin. u cos. v ] x 
sin. 1 a n sin. « ^ — i^'.sin.ol,. ' • 

Passant des sinus et cosinus d’arcs imaginaires aux exponentiels réels , 

on aura • ' •' ’ 

' J 

J cos. ^ 2 n sin. U ) i cos. v — ( — 1 / ‘ sin. xj\ilu 

J jcos. [ aOsin. « cos. v( — ^ J H— ( i — / 


• sin. [ Z n sin. u cos. u ( 


an lin. ■ un. C/ „ ao 1 


./] \ du. 


Multipliant donc cette expression par 

I X 

j cos. ( Z m -H I ^ ü ^ / — 1 / ' sin. ( 2 ; 
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— 1 cos. ( Z m 1 ) V J~ cos. [ 2 n sin. u cos. u 


^ S B *in. « $ 4 i>. U 


r- ' -4- lin. ■Hfi. 9 

— sin. f zm -i- i J\i J" sin. [ a H sin. u cos. u 

a R lin. « >i«. V ^ ^ 1 R i*n. BitiK 1/ 

{- 77^ ;^«]i 

H — —( — i_^‘[sin. (zm -4- i)x> J cos. [aO sin. u cos. 

«a K alu. « lia. b ~ a n «ia. a ria. Ci 

(- 7 ^ — ^ 

— cos. (zm i Jv y~sin. [aO sin. u cos. v 

(- )W 

= /? -t- sV ( — I ;. 

. li faut maintenant combiner ce résultat avec la suite 




1.2. 


■ 


^ H &c. : 

î. 3 .X* . I ... 5 .x’ 

pour cela , je fais fz = v* ; cette suite deviendra 
X v' X’ V* x*' .v‘x^ 


1.2.3.x’ 


1. . .J.x> 


I . ..6.x'’ 


&c. , 


qui est égale à sin. ^ je substitue, dans cette expression , à la 

i. 

place de s, sa valeur cos. ti -i- ( — i )~ sin. u , et j’ai 
-^sin. { vt [cos. u — ( — I .i^sin. o ] j. 

Je développe cette expression , et j’ai 


I . V X 1 , . r , " t> -H f — V*” " , , 

— 5111 . =: — I sin. VJ cos. o ( ) — 

V s V ' ' 2 ' ■* 


( — I ^’cos. V/ cos. v( 


1 1 tkn. b __ ^ 


— 1). 


K 

Multipliant cette expression par la précédente, et prenant seulement 
la partie réelle qui en résulte , on aura une fonction en v, qui, intégrée 
par rapport à ti , et faisant u = vr après l’intégration , nous donnera 
la suite que nous cherchons. 
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On aura donc cette suite égale à 

yy_L J\RR' — SS\dM.-^(Si, <t) 

mettant «.laiis cette expression , au lieu de •j'» agtre fonction F , la 
diflcrcnciant par rapport à r, on aura la somme de la première suite. 

On aura donc enfin pour expression de l’intégrale complète de Ic- 
tjiiation ( I ) , 

» =ffFf [/?/?' JJ' ! ^/o . 4(^3, <rj d^J<T -H 

dt 

Les intégrales par rapport à S et o- doivent être prises jusqu’à d= u, 
— 6 , et celles par rapport à « et u , jusqu’à u = -tt et t> =z -tt. 

Il ne sera pas inutile d’appliquer cette méthode à un exemple. Je 
suppose donc que 1 on ait 

4(^3, <r; = ; 

il est évident que la suite 

J J ^ \ 1 . . .m. I . . .m \ . ,(m — i ) . i , . . (m — i ) 

( U — 3yYÔ — ■f'") 4("'^- 

deviendra 

jj -I- j‘ -- j’ H- &c.| : les intégrales étant prises 

jusqu’à U) = 3. fl = <r. cette suite deviendra e"'*'® . 

Substituant cos. v( — i sin. u à la place de s, elle deviendra 

• 

cot. u -K f — I ) • un. u ;*>-«-», Multipliant haut et bas par 

I -t- CO», zu { — t ;"»in. ai. 

, cos. 2 0 — { — i sin. 2 0 , elle deviendra , après les 

JL 

COS. V ■+■ / • — iJ*$în»ü . J 

L-ductions , • on aura donc , 


rc 


1 -+- CO», a I. 
cos. V 


“-^9, J = 
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d’une autre part , on aura , . . ■ . . . 


f 9ttm.it ^ »f^n. tl 


cos. Vt cos. ü ^ J j / 


— sin. = — ! sin. tv cos. v f 

V i V ' ' 

COS. vt CO: 

d’où il résulte que 




»/ «R. |P 9$ ««. O 


A 


I » » R. Vf 

R' = — sin. Vt cos. v f 

V * 

I f»r*jn. lin. V 

S' = — — cos. V t cos. V ( ■), 

On aura donc 

yy y ,r)d5ld<r = 

I /*, COS. U . / -4- P'Mn W ,în. I, 

/ — snu y/ cos. v ( — J -H 

Vw ' I -H CO*, lu -2 


1 -H COS. X V 


r t lin. U ^ r # im. Cf 

cos. V t cos. U ( ■-> ;; — J \ f"*" ' . dv. 

Or , le second membre de cette équation , l’intégrale étant prise 

, . , — f-" 

jusqu a V z= tt , équivaut a . 

Car, d’une part, on a ^ — — pour la somme de la suite s — 1 s’ 

—H r’ — -t- &c. ; d’une autre part , on a — î— sin. pour la 

somme de la suite * — ^ 1 : &c. 


1 . 2 '.}./’ I , . . 5 

Si l’on multiplie ces deux suites rune par l’autre, on aura 


SU1. 


v’f’ • 


rr 


/j" 


&c. 


1.2.3./ 


1.2.3 

.1 


.2.3 


-4- &c. 


1...5./’ 


.5 ./ 




1 ... 5 


&c. 


Si donc on fait dans cette expression ... s =z cos. u —J— f — i ) ^ sin. u , 

* ' ■ V* /' ! V* f’ ~.A- - 

et / " f - *— ■ - ■ — — 1 “ — ■ ■ — — » &.C* I y4 f 

1.2.3 1...5 
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— A sera le coefficient de r*. On prouvera de môme que le coefficient 
de s* sera encore — A , et ainsi de suite. i .1 


Si donc on fait B le coefficient de — V- > C celui de -V , &c. ; on aura 

i i* 


— . sin. = A I i — J* _4_ / — 


&c. 


-r -H -V -H -V f -+- &c. 

S S* f 

On aura donc 

/ 

A[i [cos. 2u i^^siril 2ti] 

[cos. 4u — ( — I ^-sin. 4e] — &c.| 


S î . r 

r* • — s*n. — f 

I * 4 - X ... V S 


H— B [cos. 20 — f — I ^^sin. 2 u] 

-I- £7 [COS. 4U'— ^ — I ^^sin.4v] -4-&c. 

— A -H fB - — y^^cos. 2u -f- fC — i— y 4 ^cos. 40 -H— &c. 

— ^ — I J^\{B -H AJ sin. au — {A -+- C^sin.4u -4- &c.j. 

Il est donc clair que la partie réelle de celte formule , qui se trouve 
égale à 

• I /•, cot.-v .■ , 

/ '’t ( — 

yv Ê ' I -+- cos. 2 1 » . ' 


cos. 

cos. y t cos. U ( ■ 


-) 


sin. I 


I - 4 “ COI. 


. *# rfrt. l» 


;ic/u. 


l’intcgrale élant prise jusqu’à 0 =:z tt , îleviendra 

v*f' .V«f' 


égale enfin à 
égale à — — 


A = r -I- 


3 V 

Ff 


I. 2 .J 1...5 S ...7 

; on aura donc la somme de là suite cherchée, 


D T 


En effet, nommons-la T, on aura 

t” — r-" 


d‘ T , 

-rp- = kI 


dt 2 ' ” d 

rf* T* f 

d’une autre part , on a — — 


mV f ■ 


iT T 
dad^ 

ddT , d‘ T 


On aura Jonc ■ = y*, môme ôquatîon <jue la 

proposée, i ‘ 


r . 
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L’intcgration de l’cqualion des fluides se déduit aisément de l’intégration 
de l’équation ( i ). Pour cela, il suflit de faire dans cette équation , 
ghonfJk -= — I. A cet effet, je reprends la première suite (A) , qui deviuiit 

Jf\ 


(a — ■»;" {i — rr 

1 . . . »i . I . . . rn 

— (ai — — a-J ■ 


t — 


. . y m — I ; 1 . . . (»i — I ; 

f Rm ^ I 


.a.} 


i 1 / ~r — 1 j r/ 0 ". 

I . . . y«i — 1 y I . , . (2tn-*- 1 J ' ’ 

Je considère la suite qui multiplie la fonction, dépouillée de ses coèfficicns, 

, — &c. ; et la suite (B) devient celle-ci : 

— a;- - ■ ée — ■ 


t, — 

^ { 


i.i.j I...J 

- a;v 9 - •)' 


1 . . . . I . . . m 


I . . . é «* — l) . 1 . . .(m — i ) 

_ 4 _ (u — 5)(% — <r)s'''-‘ H- J'-I. 

Cette suite se trouve égale à - * 

ya. - vV"-»é 9 - ■ 

I ... y m — I y »i — I y<’ “ — * 

-+- il. 


. . m. I , , . J* *" 

( ea — — 9 ) 


et elle a pour somme ' 

1 (u — Ay»Y9 — «y'cos. U 


- 111 ^ /./«.. 

. en faisant. U = -tt après l’intégration. 11 ne s’agît donc plus que de 
substituer à la place de j , sa valeur cos, ti -p- ( — i ) - sin. ti , et 
combiner l’expression résultante avec celle qui provient de-^sin. 

X i. 

pour cela, je fais toujours ^ai — d)~ ('6 — <r)^ = fl; et j’ai 

y</a . X j cos. ail cos. « sin. O. 

— / — I sin. aO cos. u sin. ti( 

On aura donc 




2 n cos. 1/ 


— i [ cos. f 2 1 


l) V 


• ^ — i/- sin. (xm-i- i^ u j J' [du { cos. afl cos. u sin. v — 

C — I ;ïjin. 2 n cos. « sin.uj , 

Yy 


éyale enfin , en exécutant la multiplication , à 

. — ! — j cos. (x m-\- I )n Jdu cos. xTJ cos. usiii. 

-4- sin. ^ im -t- i) vJ' dit sin. 2 O cos u sin. „ ‘ | 

^ )* f* 

_l [ sin. (x m H- \)vj du cos. 2 FI cos. u sin. u.e" 

— cos.fxm -t- 1^ uy"</H sin. 2 n cos. tt sin. 0 

= /? -H SV{ - ij. 

I» I . Vf I 

Or , nous avons , d une autre part , — sm. r 

' * 1# T 


t S CM. « (<*t. V 


i( - 1 ; 


SlII. 


-L!LL '-L , et sin. - { — I J = " J , ‘ — T • 

t s ' ■' x/ ( — ij 


précéileiite ilcv ienclra donc — île' — e ' j. 

Faisant, dans cette expression, s = cos. u -+- f — ij‘ sin. u, ou 


aura 


1^1?“ e~ 'V = 

gt c«i. V J,— I col. U 1 

( . cos. t sin. v — . 

sin. / sin. v z=: R’ -H S' V" ( — ^ ) \ > 
et linalement pour la valeur de (p , 


.•«r^coi. V — t) t sJn. v] 


g! eol. W ^ » 






<l\ff-^f(RR'-*-SS‘)<1<j.F(i:, ,)d9^d,\ 
_ 


jpej. Supposons d’abord que le mouvement d’un fluide ait lieu 
dans un tube rectiligne infiniment étroit, dont la section transversale 
soit cependant’ de grandeur variable, et telle que deux sections faites 
à une distance finie l'une de l’autre , puissent avoir entre elles un 
rapport différent de l’unité. Pour plus de commodité , imaginons que 
la section a soit un trapèze dont les deux côtés parallèles , variables 
de longueur , soient à angles droits , sur un des deux autres côtés 
constant de longueur , ce dernier étant toujours sur l’axe ou directrice; 
cette hypothèse ne diminue en rien la généralité des formules ci-après. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈME S, 

l’ROBLÊMrS. 1 

e 



! 

■ 


- 

1 

i 


» 

• 

U = une section quel- 



; 

conque perpendiculaire à 



2^4. 

t'axe ou directrice du tuyau 



Trouver les équations 

reciiligne. 



dumouvementd’un fluide 

ar = la distance de U 



dans un tube innniment 

section w à un point fixe prit 



étroit 1 rectiligne, et dont 

sur la directrice. 



les sections, perpendieu- 

P et A sont respectivement 



laircs à l’axe longîtudi*' 

la pression et la densité de 



nal , sont de grandeur 

la tranche fluide qui a « pour 



variable , 

base. 


, 

t.* En les déduisant 

= la force accélératrice 



des équations générales 

de la pesanteur à la surface 


• 

données art. 372; 

de U terre; 





y y Z 
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On aura Jans ce cai , article 372, en observant que la grandeur 
infinimeni petite d’une section transversale permet de considérer toutes 
les molécules de celte section comme ayant la meme vîiejce dans le 

sens de l’axe longitudinal : U — o , 

W=o; d’où U X z=: uf JS'x f S^x, 

en observant que « ne désigne pas l’accroissement de vitesse d’un même 
trapèze élémentaire pendant l’instant Ji, mais la différence contempo- 
raine de vitesse des deux tranches élémentaires infiniment voisines ; ce qui 
est indiqué par le substitué au , ainsi que je l’ai dit précédemment. 

On aura de plus / J o , et , à cause de la variabilité 

‘ ' ‘‘Z 

II • / \ t I . 

de ia seclion Ui , ( — ) 1= A«. / en supposant que le petit 

cô.é variable de la section « représente ia coordonnée y , et que le 
côté constant représente 

Les formules (A) et (B) de l’art. 372, deviendront respectivement, 

I , du , d ( k U ) . . d h , l , _ 

I k U ; 1— ( ; y -4- ( . — J — O ( Equation de continuité , 

ua X ' d X ' ' dt ' { 


(t)... 


qui , multipliée par a , devient 

, d { k U v) s . d k . 




Le tempi t est supposé 
constant , c’est-à-dire que 
é/>,iT*eté'i/se rapportent 
aux étals contemporains de 
deux molécules inâniment 
voisines. 

Rapportant la solution du problème aux formules de l’art. 388 , et 
observant qu’eu égard à la variabilité de la section a , on a G -=z 

équations (A) et (B) de l’article cité deviennent 

respectivement , 


dx 


(2)... 


k.(-;-) = ok, 




I Équation de t 




=sX^^x — (-~^-)S^x, j 


Le temps t est supposé 
coniunt. 


Digitized by Google 


3-' PARTIE, 2* SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 357 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

U = la vitesse parallèle 




à l*axe ou directrice du tube. 



r 

» 

y 



• 

• 








. t 

X même signiliciuon 


■ 

■ r* 

qu’à l’article 367. 



- 

0 et A(o) lont reipectivc- 


• i • 

a.® En Icf déduisant 
des équations générales 

ment U section transversale 



données» art. ^88, qu'on 

et Ia densité au point qu^est 


• 

a obtenues en faisant en- 

là une distance a de l'origine 



trer en considération l'é-i 

Ide X. 


■ 

tu initial du fluide. | 
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X, fi, P et U doivent ^ire de telles fonctions de et f , qu’en faisant / = o, 
on trouve x =: ti , k = , u = U, 

1-a section w est fonction de x; mais comme x — a est le 
chemin parcouru pendant le temps t , il existe, sous ce point de vue , des 
relations entre a, a ei t. \ 


400. Considérons maintenant le mouvement d’un fluide dans un 
tuyau infiniment Étroit , dont la directrice ou l’axe est une courbe plane 
quelconque , les sections perpendiculaires à cette directrice Étant d’ailleurs 
.d’Éteudue variable, c’est-à-dire qu’à la courbure près de la directrice 
on conserve les hypothèses de l’article prÉcÉdent. Pour se former une 
idÉe nette de ce qu’on doit entendre par ce mot (hreclrke , il n’y a 
qu’à imaginer une courbe renfermÉe dans l’intÉrietir du tube , telle 
que si on fait une section quelconque perpendiculaire à cette courbe , 
toutes les molÉcules comprises dans cette section aient une vitesse 
'commune dans le sens delà tangente à la courbe; le diamètre infiniment 
}>etit du tube permettant cette hypothèse , ainsi qu’on l’a dÉjà observé. 

Les formules (A) et (B) de l’article 37a deviennent, dans ce cas, 
I respectivement I 


dta /\d fk-v) , , (ik , 

f ou , en multipliant par a , 

= . 




I Équaion de conitnoiic. 

I Le temps est suppoté 

i constsnt. U rcmir- 
<|iie aux équations ( 1 ) de 
rariiclc précédent. 


La puis.sance 7 ' qui agit dans le sens de la courbe , a pour valeur 


.r = 


f/ J 


au moyen de quoi les deux Équations du mouvement sont 

.ii(iittà) 


(■ 
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NOTATION. 

DÎFINITIONS. 

T H £ 0 R É M F s. 

PROBLÈMES. 

t/ = la vitesse de la 
•anclic 0 , dans le sens de 
.ue ou directrice du lube. 







Trouver les équations 
du mouvement d*un 
fiuide dans un tube in* 
finiment étroit , dont 
Taxe ou directrice est 
une courbe plane , ci 

V = la vitesse dans le sens 
e Ia courbe de la tranche 


! 

dont les sections per- 
pendiculaires à cet axe 
sont de grandeur va- ' 
ruble I \ 

I.** En les déduisant 
des équations générales 
données art. 37a ; 

uidc infiniment mince qui 
X y pour coordonnées. 
sT = la longueur du tube 




epuis le point qui.corres- 
ond à l’origine , jusqu'à 
clui qui correspond à l'ex- 




rémile de x et y, 
g SS la. force accélératrice 
e la pesanteur à la surface 
e la terre. 



■ 

Tg est la force accéle'ra- 

1 


« 

ricc qui, si la molécule était 
ibre, lui serait imprimée ei> 



• 

■ertu de l’action des puis- 
anccs qui la sollicitent dans 
e sens de la direction du 




ubc. 




A et Y ont la meme signi- 

' 

* * 


icition qu’à l’art. 367. 


À 

m 
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ce qui donne absolument les mômes rdsultats que dans l’article précd- 
dent , en substituant j,Ket 7 ’àx,«et JC, c’est-à-dire , en prenant 
dans chaque cas, pour abscisse, la longueur du tube, depuis un point 
fixe de ce tube jusqu’à la molécule dont on considère le mouvement , 
et en n’ayant égard qu’à la vitesse et à l'action des puissances qui ont 
lieu dans le sens de la direction du tube ; et , sous ce point de vue , la 
courbure du tube ne change rien aux circonstances du mouvement. 

Les équations de l’article 388, appliquées à la même question , 
deviennetu ' 




kcù^ ~7~V ^ ~~ ••[ Équation de 


f,‘!p 


— — ;| constant. 


( 

( Le temps est supposé 


Ces deux équations , comparées aux équations ( 2 ) de l’article pré- 
cédent, dontient lieu aux memes observations que les équations ( i ). 


(0 


(i) 


,^0 1 • Enfin , si on suppose que le tube infiniment étroit a pour 
directrice une courbe à double courbure, les équations de l’art, 372 
deviendront 




H( ktif) 
lit 

gl' P 


. » « rt à 

^ ‘^(-77-^ = ° 

-I- ny -H Z ir j 


Éqoaiion 
de continuité. 

Le temps tst 
supposé consua. 


A 01 V/ ■ rft/ 

et celles de l’article 388, 

lit ) rt t, ( Éqnation 

' ~~~ (“i* J de continuité. 


<^ku(- 


JA 


gCXS^x YS^y H- Z<^^; — ^s(~4~) . . .j !'™P‘ ^ 

4 ' dt ' j suppose consui::. 


Observez que Xî'x H— Y S'y «-+- Z Si TSs ; et qu’ainsi , en 
considérant l’action des' puissances et la vitesse dans le sens de la 
direction du tube , on a encore ici des résultats semblables à ceux 
obtenus pour un tube rectiligne. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROnLÈMES. j 

• 


167. 

Les recherches sur le 
mouvement d'un fluide 
dans des tubes infini- 
ment étroits» conduisent 

2.*^ En le* déduisant 

A '=:\i longuetir du tu1>e, 


aux mêmes résultats » 
dans le cas où les» di- 
rectrices de CCS tubes 
sont des lignes droites» 
et dans celui où ces di- 

des équations générales J 
données art. 38S. j 

( 

depuis le point qui corres- 
pond à l'origine de x et 


rectrices sont des courbes 
planes » en n'ayant égard 


jusqu’à la section qui a 0 


qu'à l'action des puis- 

1 

pour valeur» et où la densité 


sances et à la vitesse» qui 

l 

= A[„). 


ont lieu dans le sens de 

1 

. 


1a direciion^du tube. 




16S. 

266. 

• 


mouvement d’un 

Trouver les équations 



fluide dans un tube in- 

du mouvement d’un 1 



bntmenc étroit » dont la 

Huidc dans un tube in- 



directrice est une courbe- 
â double courbure, jouit 
de la propriéié énoncée 

dniment étroit » dont la 
directrice est une courbel 
quelconque , à simple ou! 



dans le théorème précé- 
dent, et qui se rapporte 

double courbure, et dont; 
les sections perpcndicu-| 

Toutes les lettres des 


au cas où la directrice est 
une courbe plane. 

laircs à cette directrice, 
sont de grandeur va- 

équations ci à côté » ont les 
memes stgniôcaiions qu'aux 
articles precedens, et Z con> 



riable* 

serve celle de l’an. 367. 



1 

Z Z 
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362 COURS DE MÉCANIQUE, 

402. Les <îquatioiis des art. et 400 ne sont que des cas 
particuliers de celles de l’article precedent ; mais il < 5 lait bon de les 
irailcr st^parcmeni , afin de s’assurer démonstrativement que la cour- 
bure du tuyau ne change rien à la vitesse acquise dans le sens de sa 
longueur. 

De plus, X, JC et Z étant supposées fonctions de jc , y et comme, 
d’après la forme linéaire du tuyau, at , y et j dépendent l’une dt l’autre, 
l’expression XS^x -f- Y S' y -4- Z «h 2 pourra toujours se ramener à 
être fonction d’une seule variable. 


403. Appliquons la théorie précédente au mouvement de l’eau 
dans des tuyaux et dans des vases , et supposons d’abord que ce fluide 
se meut dans un tuyau étroit , de courbure quelconque , dont l’ampli- 
tude ou section transversale est constante ; les équations ( 1 ) de l’ar- 
ticle 400 deviennent, dans ce cas, en observant que Xz=: o, K — n 
Z = — t et ^ = constante , 



( D’où <t» . = O , va que lu exprime Ii ditTércnce entre Ici vitesses 
simultinccs qui ont lieu ti>x extrémités de x et de x -t* Is ; d’où 

I encore V = f ( t J , et par conséquent ^ ) = f (tj 


g'^P = g^Z — ^sf'(t); 


d’où on conclut , en intégrai^t , , 

=f{tj 

(i)- • -gP = g (^ — zj — P(t)- 


404. En conservant l’hypothèse de l’article précédent, les équa- 
tions {2) de l’art. 400 donnent, en observant que O = o) , et que 
K . — 1 , 


f ) 


D’où s — f (t) j 4 / çe qui donne, pour li vite»e, » = 1 - 

1 

] — f (t) t Pt, pour la force accélératrice, 1 —fit) 

\ dt' ■ ' 


gh = — g^z — 


s 
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NOTATION. 


La densité k de Peau est 
prise pour unité. 

Les ^ sont comptés vertt- 
calemcnt de bas en haut, à 
partir d'un plan horizontal 
au-dessus duquel le tuyau a 
une position fixe. 

» la vitesse dans le sens 
de Ia direction du tuyau. 

h est une constante arbi- 
traire introduite par l'inté- 
gration. 

f et F sont des signes de 
fonction. 

/' est le signe de U fonction 
dérivée de/", suivant la no- 
tation de Ltigrangg, 

Z =: la longueur du tuyau , 
depuis un point fixe |a$q«'à 
celui qui a ^ pour ordonnée. 

P la pression de la mo - 1 
jiccule qui a ^ pour ordon- 1 
Inéc. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


169. 

Le fluide étant incom- 
pressible et pesant , et 
le tuyau où il se meut 
étant infiniment* étroit 
et d'amplitude constante, 
la fonction du temps qui 
multiplie la longueur s 
du tuyau dans la va- 
leur de U pression de la 
tranche qui est à l’exiré- 
mitc de X, est la fonction, 
prime de celle qui donne 
la valeur tk la vitesse 
dan% le sens de la lon- 
gueur du tuyau. 


PROBLEMES. 


a 67. • I 

Trouver les équations 
du mouvement de l'eau > 
uu d’un fluide quelcon-; 
que , incompressible eti 
pesant, dans un tuyau 
infiniment étroit , et de 
courbure quelconque ,| 
.font l'amplitude ou sec-l 
tion perpendiculaire à la 
directrice est constante, I 
1.** En les déduisant! 
des équations ^ 1 ) de l’ar- 
ticle ^00 ; 


2." En les déduisant; 
des équations (2) de l'ar- 
ticle 4CO, qui se rap- 
portent au cas où on fait 
entrer en considération 
l'état initial du fluide, j 


K 


Zz 2 


364 COURS DE MÉCANIQUE, 

d’où on concKit , 

s = fftj -+• A 

w 

SP = 8 (>‘ — l ) = F(t). 

On voit que dans ces équations , f (t) tiennent respectivement 

la place icf(t) et f (t) dans les équations de l’article précédent : mais 
les résultats ne sont pas différcns pour cela; car, vu la généralité de 
f (1) , il sullît , pour l’identité de ces résultats , que la fonction du temps 
qui multiplie s dans la valeur de gp , soit la Acnvcc de la fonction du 
temps (|ui donne la valeur de la Vitesse K. 11 suffira' donc , dans les 
applications suivantes, d'employer les équations de l’article 403. 

• 

405. Une autre conséquence à tirer des équations précédentes, ou 
en particulier de celle V =. f(t) , est qti’i un instant déterminé toutes 
les molécules se meuvent avec la meme vitesse , et que cette vitesse 
varie seulement d’un instant à l’autre et de la meme quantité pour toutes 
les molécules. S’il en était autrement , il y aurait solution de continuité 
dans le fluide. 


406- 'Ai'PLiQUOtÇs les éqtiatlons de l’art. 403 au cas où une masse 
déterminée ou constante d’eau se meut dans un tuyau étroit , d’am- 
plitude constante et de cotirbure quelconque. 

L’équation (2) de l’article cité, appliquée aux points extrêmes, de 
la masse d'eau , donne 

8^' = 8(^ — P-) — >"1' (0 -t- Ff 

8^" = 8{^‘ — "z* — {0 -+- Ft; 

d’où on tire * 


r, / I ffn’ — V,” ). — ^ im) jr[n' — n“ — ^'r — 

n — m t 


F(t) 


> — n''w HjU mi) 


8 >>- 
à n 


L’équation ( i ) donne/fr; = v == = ~~ ; d’ou/ , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. { 

■ 


170. 

• 

• 


Dans le cas du thco> 
rème précédent et du pro- 
blème 267 , toutes les 
tranches fluides se meu- 
vent avec la même vt- 

• 

• 


tesse» 




• 

• 

268. 




Trouver I« iqua- 




ttons du mouvement , 

/ = U longu(^ur da«tu^aa 

■ ■ ■ 


dans le cas où une, 
masse donnée d'eau se 

' cc .p^e par l «au , et qui est 

' 

. 

meut dans un tuyau 

toiijours la même quoique 
l’eau change de place, vu 
que Tamplitude du tuyau est 
consiaote et la quotité du 


• 

étroit, d'amplitude cons- 
tante et de courbure quel- 
conque, et déterminer. 

Hüide Invariable. 




m , / et fl sont respective- 




ment les longueurs du tuyau , 
nesurées depuis un point fixe 
de ce tuyau, jusqu'à Toiî- 

^ine de/, 2.* jusqu'à un point 



1.* La vitesse corn*? 

'j'.ielconqtie de /; 3.” jusqu'à 



mune à toutes les mo- 

ll’exirémiié de // ce qui 



léculcs d« cette missej 

Idonne / s n ^ m* 



fluide; 1 
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366 COURS DE MÉCANIQUE, 

et égalant les deux valeurs it: f'(t) qu’on vient de trouver, 

I Les pressions n' et n'* dé- 
pendent du temps r , et les 
coordonnées^ et r dépendent 
des longueurs m et n. 

Cette équation donnera la vitesse ■ - , commune à tous les points de 

la masse ; et pour avoir la pression à un point quelconque de la lon- 
gueur de l , dont la position est déterminée par la longueur x ou par 
l’ordonnée on substituera dans l’équation (2) de l’article 403 , les 
valeurs ci-dessus de f f t J et ce qui donnera 

(h) ...p= J Z. 

Les quantités yu., j et v , dans ces équations (n) et (b) , sont censées 
multipliées par la densité k = i. 

^oy. S I les deux pressions extrêmes O' et Fl" sont égales , les 
équations ('ttj et fbj den’article précédent deviennent, 

rjpr- = ~i - — A =: n H ^ z> 

et si l’une et l'autre pression sont nulles , la pression devient 
m(x — s J — "> J ' 

P =• 1 Z' 

l'équation difTérentio- différentielle demeurant la meme. 


• 408. On trouve aisément, au moyen de ces équations que l’eau, 
abandonnée dans un tuyau rectiligne et incliné à l’horizon , y descend 
de la même manière qu’un corps solide qui glisserait sur un plan incliné. 


40p. Si> on les applique ensuite aux oscillations de l’eau dans un tuyau 
ou syphon d’amplitude constante, formé de deux branches verticales réu- 
nies à leur point le plus bas par une branche horizontale, avec la condition 
que les points extrêmes de la masse soient toujours dans les branches 
verticales; l’équation 

^^7 — — ( » — A*- ) deviendra , dans ce cas , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÉ aM ES. 

— 

/J, jet r sont respective- 
ment les disunces, à un pisn 
horizontal de position fixe 
des extrémités de m, r et n. 

n' et n" sont respective- 
ment les pressions constantes 
ou variables qui ont lieu à 
l'origiae et à l’extrénuté' de /. 


• 

2.0 La pression à un 
point quelconque. 


• 

• • 

■ 

26ç. 

Appliquer la solution 
du problème précédent , 
au cas où les pressions 
extrêmes sont ou égales 
ou nutles. 

% 


La notation de Tare. 4.06 est 
conservee, et de plua. 

< = ce que devient m , 
lorsque Ica deux extrémités 
de l sont de niveau ou lors- 
que /< = r. 

r = la partie de la lon- 
gueur du tuyau comprise 
entre les extrémités de m et 
de e , en sorte qu’on a r 

• 


♦ 171. 

Une masse détermitiée 
et continue d'eau , aban> 
donnée dans un tuyau 
étroit P rectiligne^ et in- 
cliné à l'horizon, offre 
des phénomènes de mou- 
vement identiques avec! 
ceux du niouvémentd'un ! 
corps solide qui glisserait 
ur un plan incliné. 

• 

270. 

Trouver les circons- 
tances du mouvement 
d’une masse donnée d'un 
îuide posant et incom- 
>ressible , qui oscille 
dans un tuyau recourbé, 
•t déicrminer, 

1. ” La vitesse, 

2. " La pression. 

• 
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368 COURS DE MÉCANIQUE, 

Intcgranl , et substituant pour r, sa valeur e — m, on a 

( a et i sont les deux constante ■ 
. . .m = e — <J sin. \ft -+- b)Y 1 1 »el>itraircs qui complètent J'in- 

( tégralc. 


,, , e/»i — a/ S. ç 

don. . . W =Z — ; — = , , ■- 

Jt VI 


( t -H l) y { ; 


et comme les deux extrémités de la masse fluide sont pressées chacune 
par le poids de l'atmosphère , on a , art. 406 , 

(d) . . ,p =. h — Z - 4 - • J / 

P se mesure par la hauteur d’un prisme de fluide. 


410. Les quantités révolutives qui entrent dans les valeurs de m 
et de M , résultent de la nature du mouvement oscillatoire , et nous 
en avons vu plusieurs exemples ; pour pouvoir appliquer les équations 
qui les renferment , à des nombres , déterminons les constantes a et ù, 
dans l’hypothèse flue la masse fluide part de l’état de repos , lorsque 
m z=z O , ou lorsque les origines de / et de m se confondent. L’intégrale 

•s ^ Ç / X l»l^*** ^ t 

premicre ~ — (a — r y de — ^ 1 r zz=. o , donne 

alors , à cause de la vitesse = o et de r =: c , pour la constante a , 

la valeur a = e, D’après cette détermination , lorsque m = o , 
l’équation {cj deyient , en observant qu’on a en memé temps l=zo, 

sin. I h 1 = t : d’où b Y = J 7T : ainsi sin. \ ft -+- b) 

• • 

* y j = sin. 1 tV — H {-TT j =cos. j/ Y( ) et cos. \ (t -^-b) 

V --f-\ — cos- / tV — i ■’r^ = sin. (Y t J- Ce qui 
donne pour les valeurs de m et de v. 

Lorsque le fluide est de niveau dans les deux 

f*i V l 

branches , on a r = et w = ^ , 

Yxg / 

C'est la moitié du temps écoulé entre les deux 
instans où la vitesse est nulle.. 

Le temps entier écoulé entre les deux instans où la vitesse est nulle , 


m = f i I — cos. ( t Y -f-) 1 
=-^l^f^sin. (tY^) 
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570 COURS DE MÉCANIQUE, 

Tun ilesquels correspond à la plus grande valeur de m, se trouve, en 
faifont cos. (t Y — J z= — i ; d’où / Y =r •Jf ; et la durée 


de cette oscillation est = - v ^ , 
étant , art. i 2 J , égale à ^ /. 


la longueur du pendule ‘synchrone 


,^ 11 . L EAU étant supposée se mouvoir dans un tuyau de courbure 
quelconque et d amplitude ou grosseur uniforme , et un des points 
extremes de la veine d eau étant sollicité par une puissance quelconque, 
tandb que le fluide s écoule hors du tuyau , à l’autre e,\trémité de cette 
veine; pour trouver les circonstances du mouvement , on appliquera 
1 équation (a) de lart. 403 aux deux points extrêmes de la veine; 
ce qui donnera une valeur de f (t) , qui, égalée à la valeur fournie 

par Icquaiion f ftj , donne 

t fi f — /< -f- M — r / 

— 7~::r7i ’ 

On trouve ensuite aisément , 

.. f ^ — s) {Il ■+- I ){j — ni) 

— Z - . YfJ. 


412. Lorsque la puissance H est constante ou fonction de m, 
•l’équation fej devient intégrable, et donne,* en observant que /u. est 
agssi fonction de m , 

ce qui est la valeur du carré de la vitesse. 

415. St H = h , celle équation devient 

> • 

d "I* r J I 

~; 7 . 2C / tini I , . est fonciior. de Hi. 

" t y a — m j 

^,11 est aisé d appliquer ces équations à des cas particuliers. Je passe à 
un problème qui est important pour les applications, qu’on peut faire 
‘de sa solution. 

c 
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N 0 T A T 1 0 N. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 



• 

2.* La durée d’une 
oscillation et 1a longueur 
du pendule synchrone. 

M et h sont respective- 
ment les hiutetirs des prismes 
d'eau, ayant Tunité pour 
base , donc les poids mesurent 
les pressions rapportées à Tu- 
nité de surface , qui s*C{cr- 
lent, 1.^ à la première ex- 
crèmitc de la vcincy a.® à To- 
r ûce par où l'eau de l'autre 
fxircmiié s'écoule. // est 
constant ou variable ; h re- 
présente le poids de l'at- 
mosphère. 

«r = la longueur totale du 
tuyau, depuis un point fixe 
pris pour origine, jusqu'au 
point où se fait l'écoulement. 


• 

272. 

Trouver les équations 
du mouvcinent d'une ' 
quantité, initiale donnée, 
de fluide pesant et incom- 
pressible, dans un tuyau 
étroit de grosseur unifor- 
me , ce fluide étant, à une 
des extrémités de la veine 
qu'il forme, sollicité par 
une puissance quelcon- 
que , et ayant son Issue 
à l'autre extrémité , de 
manière que la quantité 
de fluide diminue sans 
cesse dans le tuyau. 

m = la longueur du tuyau , 
mesurée depuis l'origine de 
jiisqua l'origine de la veine 
fiuide où s'exerce la pres- 
sion H» 

J =: la longueur du tuyau , 
depuis l’origine jusqu'à un 
point quelconque de 1a veine 
fluide. 

« 

• 

^ 73 * 

AppHqvter la solution 
du problème précédent, 
au cas où la puissance 
sollicitame est constante. 

/i et r sont les coordonnées 
vcrilcales des deux extrémi- 
tés de la veine; r étant cons- 
tante et appartenant au point 
r'ù l'écoulement a lieu ; 
étant variable. 

• 

S 

m • * * ’ 

^ la coordonnée verti- 
cale d'un point quelconque 
de la veirte fluide. 





A a a 3. 
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572 COURS DE MÉCAN'iQUE, 

414. Un tuyau de courbure quelconque et d’amplitude ou de 
grosseur uniforme , a ses deux extr<îmitcs à diffïrenles hauteurs ; l'eau 
entre par rexircmitc inférieure, où elle se renouvelle sans cesse et où 
elle est refoulée par l’action d’une puissance donnée , variable ou 
constante , et sort par l’extrémité supérieure , qui n’éprouve que la 
pression de l’atmosphère ; le tuyau entier est ainsi constamment plein , 
et il s’agit de déterminer les circonstances du mouvement. 

L’équation (2) de l’article 403 , considérée dans les points extrêmes 
du tuyau, où les pressions sont H et i respectivement, donne 

f- /.) g é // — l‘ — t) 

/ iV — / — ’ 

qui donne , en intégrant , 

I y' HJt — (h b) t\ H- constante; 
et on trouve ensuite , ' • ' • 


P z=. H — I — 


s (U — h — h) 

l 


41 J. Si une première impulsion donne une vitesse initiale finie 
au Huide , et qu’ensuite le mouvement se perpétue au moyen d’une 
pression H constante , la vitesse initiale augmentera , sera constante ou ■ 
diminuera, suivant qu’on aura 

H>h b. H =1 h b, H<h -+- b: 

mais il faut observer que les moteurs qu’on applique à l’élévation de 
l’eau , et en général au mouvement des machines , n’exercent pas , par 
le fait , un effort constant ; mais que cet effort a une certaine relation 
avec la vitesse de l’eau ou de la machine. Ceci donnera lien à des 
observations intéressantes , qui trouveront leur place dans la quatrième 
partie de cet ouvrage. 


416. Il faut examiner maintenant les circonstances du mouvement 
de l’eau dans un vase étroit , dont l’amplitude ou section transversale 
varie d’un point à l’autre de son axe ou directrice , qui est une courbe 
quelconque , c’est-à-dire , reprendre , quant à la forme du vase , les 
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7/ — U liauteiir variable j 
ronstante d*uii prhmc d*eaii ^ 
lyant l*uniic pour base , dont 
e poids mesure la pression 
Je Teau à re.xtrémiié infe- 
rieure du tuyau. 

h ^ la hauteur de la 
portion do même prisme qui ^ 
mesure la pression de l*a(- 
mosphère. 

J r= la longueur du tuyau , 
depuis son extrémité infe- 
rieure jusqu’à Tun quelcon- 
que de ses points. 

/ = la longueur totale du 
tuyau. 

^ s= la distance verticale 
d’un point quelconque du 
tuyau g au plan horizontal 
passant par son extrémité 
inférieure. 

^ = la distance du point 
le plus élevé du tuyau au 
meme plan horizontal. 



^74* I 

Trouver les équations i' 
du mouvement d’un 
fluide pesant et incpm- 
]>ressible, dans un tuyau 
étroit de grosseur uni- 
forme, le fluide entrant 
par une extrémité, où il, 
est refoule par l’action 
d’une puissance quelcon-j 
que , et sortant par l’autre 
exirémhc , de manière 
que le tuyau est entre- 
tenu constamment plein. 


275 ' 

Déterminer , dans le 
cas du problème précé- 
dent , les phénomènes 
de mouvement qui *onr 
lieu , lorsqu’une pre- 
mière impulsion donne 
une vitesse initiale finie 
au fluide, et qn’ensaitc 
le mouvement se per- 
pétue au moyen d’une 
pression coostaïite. 


xySé 

Trouver les équations 
du mouvement d'un 
fluide pesant et incom- 
pressible, dans un tuyau 
étroit de grosseur va- 
riable» 


3 .« PARTIE, SECTïO.N. HYDRODYNAMIQUE. 373 


notation. Df.FiNITIONS. THÉORÈMES. _ 


PROBLEMES. 
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374 COURS DE MÉCANIQUE, 

hypothèses des art. 3pp , 400 et 401. Les équations (l) de l’art. 401 

deviennent , dans ce cas , . 

^ ^ f Cttte équation indique que »» est uniquement fonction du temps_, 

J O j ou qu'à un instant déterminé tu » est le même pour toutes les sections 

I transversales, et qu’on a a » = a-, v, = ,&c. 

glp z= — g^z — ts/K — ^s( ^). 

La preinière équation donne 

(g)...uiV = £iu , d’où V z=z 

Faisant varier V par rapport à s, et observant que fit» est constant , on 
-/ faisant ensniie varier W par rapport à r. et 


a <Fw = — 


i 


observant que O et ai ne dépendent que de j, on a (^ ) ~~ (^) > 
et ces valeurs, substituées dans la seconde équation ci -dessus, donnent 

Cit s g du y 

D I • ( "77 /' 


gj'p = — g^z -+- 


Intégrant, et observant, i.® que les diflcrentiellcs S'p , J^z sont 

prises en regardant I comme constant , ou se rapjsortent aux états simul- 
tanés de deux molécules infiniment voisines ; 2.° que fi* u* est dans cette 
hypotlicse une quantité constante , 


■8Z 


n « 


■ a, 




/ s 


g P = ffO 

l’intégrale J'^—esi donnée quand on connaît la forme du vase, puisque » 
est fonction de s seul. 

417. Appliquant maintenant l’équation l’artklejrécédent, 

■aux sections O' et Ü" , on a 


= Ffo —'gf^ — 




a 0/ 




.^n = F(o -g. 

équations qui , soustraites l’une de l’autre , donnent 

(k)...g(Vi, — ViJz=.g(x-^l^)-\-— (-qJ - -qj) -f- n (^)( — O- J. 
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i r= la longueur du vase , 
mesurec sur l*axe ou dircc- 
iricc , à partir d*uo point fixe. 

« = la section transver- 
sale faite à l’extremite de s, 
perpcndiculaircmeot à la di- 
rectrice. 

n = la section transver- 
sale correspondante à un 
point dctcrniiiié de Ja di- 
rectrice. 

« = la vitesse , dans le 
sens de la directrice , de la 
tranche élémentaire de flu\de 
qui^asse par la section a». 

t* = ta vitesse simultanée , 
dans le sen* de la directrice , 
de la tranche élémentaire de 
fluide qui passe par la sec- 
tion n. 

^ =s la distance verticale 
de la section , à un plan 
horizontal de position don- 
née. 

et ont la même signifi- 
cation qu*à l*art. 399. 

n, et n„ sont les pressions 
simultanées , rapportées à l*o- 
niié de surface , qui ont lieu 
à detix sections O, et 0 ^ , 
dont les distances à l'origine 
de s sont respectivement m 
et ;/ , et dont les coordo.-?^ 
nées verticales, Ou les dis- 
tances au pUn horizontal qui 
passe par l'origine des 
sont respectivement et r. 

9 ^ et sent les valeurs 

, r / ^ 

de J I respectivement, 


DÉFINITIOWS. THEOREMES. 

172. 

Lorsqu'un fluide in* 
compressible se meut 
dans un tuyau de figure 
quelconque , le . produit 
de chaque section per- 
pendiculaire à l’axe ou 
directrice du tuyau , par 
la vitesse des molécules 
fluides comprise ‘dans 
cette section (vitesse qui 
est supposée la même 
pour toutes les molécules 
d’une section ) est, à un 
instant déterminé, une 
quantité consume dans 
toute l’étendue du tuyau. 


P R O fi I. K M E s. 
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57<5 COUR^DE •MÉCANIQUE, 

Si on soustrait de la première Icqualion (h) de l’article précédent,' 


éliminant ( ) entre ces deux dernières équations , il vient 

\s fP ~^Z) <’■,/’ -r-| \ I . “‘""i/ I 

Les quantités «, O,, é?„, <r, , <r^ et j, qui entrent dans cette équation, 
dépendant uniquement de la forme du vase , peuvent être regardées 
comme des fonctions de m. Si on eût soustrait la seconde équation ci- 
dessus de l’équation (^),.on aurait eu 

g(p - nj=^g(,-zj -f- in'uYi : - 1 : «V -H 

• 

418. L’ÉQUATtoN (k) de l’article précédent, donne la valeur de», 

On a pendant l’instant dtQ.\idt-=z 0 /lm , puisqu’il doit passer pendant 
cet instant la même quantité d’eau par les sections fi et C7, ; d’pù dt = 

Si on multiplie donc cette équation par O^dm, elle deviendra 
^jn,— — »} û,dmz=z~o,dm( -P- a*u^/ü('<r^—<r, 

bien entendu que du est aussi l’accroissement de vitesse qu’une mtme 
molécule acquiert pendant l’instant dt. 

Cette équation se change en ^ 

, „ „ , O, dm . U 0,dm , \ I , ^ , 

^ ^ ôt) ■"(")' 

cette équation donne la V 4 leur de U; d’pù on déduit celle de u = — • 
et par suite celle t ■=. J • 

41^. L’équation (n) peut s’intégrer de la manière suivante. 
Observons que O ,dm = O^dn ( dm et du sont des espaces parcourus 



3 .« PARTIE, 2 .' SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 377 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


correspondantes aux sections 
0, et , c’cst-à-dire qu*on a 

r J' m 


</m = Ie chemin pircouru 
par la tranche en 0, / pen- 
dant que la tranche en Cl par- 
court vdt ! on écrit ici dm, 
au lieu de tm , pour faire 
voir qu’on diiTérencie par 
rapport à r, ou qu’il a’agii 
du chemin parcouru par une 
même molécule Soldant l’ini- 
tant dt , au lieu que fm %t 
rapporterait i l’état simul- 
uné de deux moléculei infi- 
niment voiainei 

O’.' = Us 

d’où 

d V ■:= 2Cï‘ tida , 
en ne prenant la difierentielle 
que par rapport au temps t , 
et regardant comme cons- 
tante 11, qui varie avec le 
lieu et non avec le temps. 


*T7- 

Intégrer l’équation 
déduite de la solution du 
problème précédent, qui 
donne la vitesse. 
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578 COURS DE MÉCANIQUE, 

pendant l'instant dt) , donne 

/ ' I , I ^ rfn rfm , 

' ôT ' — - », ' ~ïï„ ' 


O, dm 


s . d n . dm , 

, a cause ue — *— = </o* et — — d 9 

» O, 


O. dm 


(- 


> I — d t, 

0 .^ ' », — ». 


», — ». ■ t^..' 

Substituant cette valeur dans l’cquation (n) de l’article prdcédent , et 
multipliant cette équation par <r^ — <r, , on a 
2^ f'ri' — n" -H JU. — Vyl O, dm = dU (<r^ — <rj -f- U(d<r^—^ <rj ; 
ce qui revient à multiplier l’équation (ji) par c* , en faisant 


O, d m 


(- 


ir)\^ 


(OJ...Q. =/i ^ 
car alors r® = <r^ — <r, : le nombre e est celui dont le logarithme 
liyperbolique ^ i . 

L’intégrale de l’équation précédente donne 
(p) ‘--U (<r^ — O- J z =. constante -i- 2g J" \ fU' — O" -J- AC — v) 0 ^dm\. 

420. ONaÉ/=n*u‘, (le 

produit flo est, à un instant déterminé, une quantité constante dans 
toute la masse) , <r^ = J — ~ 0 „dn. Ces valeurs , 
substituées dans le premier membre de l’équation (p) , changent ce 
premier membre en J' ^ " O^dn — ■ J O, dm; maiUj^L. et 

-^-l^éiant respectivement les vitesses des tranches élémentaires qui sont 

aux sections O, et é? ) , ou aux extrémités de m et de n , l’expression 
précédente est la différence entre les sommes des forces vives , depuis 
l’origine commune de m et n jusqu’aux sections et é?, , c’est-à-dire 
qu’elle donne la somme des forces vives de tout le fluide compris entre 
ces deux sections. On a donc , à un instant déterminé , 

Somme des forces vives du ) 
fluide eiilre !es sections dont | 

les pressions sont respective- i = c«njWnre-t - 2 ÿ j J [(lV-\-ii) 0,dm] — J [(n’ -*-t) 0 dn'\\ 
ment n' et n" Cl les hauteurs l 
respectives et r. j 
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NOTATION. DEFINITIONS. THEOREMES. 


PR on I.ÈMES. 


278. 

Trouver , dans le cas' 
des deux problèmes prè-| 
cèdens , ia somme des 
forces vives. 


> 73 - 

La somme des forces 
vives est consume, lors- 
que la directrice du tuyau 
de grosseur variable est 
une droite horizontale , 
et que les pressions ex- 
trêmes sont égales. 
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380 COURS DE MÉCANIQUE, 

Cette somme = constante , lorsque la directrice du tuyau est une 
droite horizontale , et que les pressions fl' et n" sont égales. 


42 I. Supposons que les sections et fi se confondent , et que fl 
soit l’orifice ou section extrême du tuyau par où l’eau sort du vase 
sans se renouveler , en sorte que la longueur « — m ou a — m de 
la veine fluide diminue continuellement à mesure que l’eau s’écoule , 
la pression à l’orifice fi étant celle de l’atmosphère. Supposons , de 
plus , que l’origine des j soit dans le plan horizontal 'passant par l’ori- 
fice ou fi ; on aura , en faisant , conformément à ces hypothèses , 
» = O, ri' = H, n" = h, dans l’équation (k) de l’art. 41 d , 
et dans celle qui termine le même article, 


L’équation O^dnt ~ CloJt donne dt = 
substituée dans l’équation (q) , la change en 


O, dm 




n* 


; et cette valeur , 


(s) . . >g(H — h) 0 /lm — — ( i — 

La quantité fi^^, éliminée entre les équations fq) et donne 




422. Prenons l’origine de m et de r à la section ou fi, 
c’est-à-dire, à l’orifice par où l’eau s’écoule, on aura <r^ = o , et 

ks quantités m , , s , J -^devront changer de signe dans les 

formules précédentes , où on aura , de plus , o-j — — f , Lçj 

0 , • 


{ 

I 
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3-* PARTIE, 2.« SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 381 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

TH ÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

a ^ la longueur du tuyau , 



379. 

depuis un point fixe jusqu'à 



Trouver les lois du 

i’orifice d’ccoulement 0 ^ 



mouvement d’un fluide 

ou n. 



pesantes incompressible, 

J-f n h font Ici hauteurs 



dans UB tuyau de gros- 

de deux prismes du fluide 



scur variable , où l'eau 

ayant Tunité pour base » et 



ne se renouvelle point à 

dont les poids iftesurent les 
pressions respecii\es en 0 , 



mesure qu'elle en sort. 

et O. 


• 

• 

\ 

• 

• 





P . 

« 


« 

« 

, 



• 

■ 
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382 ■ COURS DR MÉCANIQUt, 

équations (t) et (s) de l’article précédent , deviendront respectivemenf , 


,, /t ) r£a‘ ’ o; J U 

■ ^=1 


* ‘ d tu 

g {H — h -+- fx. ) O^tim z=.^v' ( I ^31- ) O, dm — Çl' vdxtj 

qui peut se mettre sous la forme 

n'udu jf H v' 0,dm —H 1 g( H — h -4- /x) ô^dm =r 


ou sous cette autre forme , en observant que Cl est une constante : 

du " ^ ^g(H — !> H- M-) 0 ,dm = O, 

J O, 

qui se change en . _ • 

du -+- udT - 4 - ^g(H — ■ h -+- tx) 0 ,dm = o, 
et qui, multipliée par (e est le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique = I ), a pour intégrale, en observant que dt-':^ d.e^, 
ue^ -+- 2 g J'e^ (H — h H— fx) 0 ^dm = constante. 


423. Cette équation, réunie à la suivante. 


doit donner les circonstances du mouvement dans chaque cas. 

• 

ij.24- Appliquons d’abord ces équations au cas d’un vase étroit , 
dont l’axe ou directrice est une ligne droite verticale , et dont les 
sfctions supérieure et inférieure sont horizontales ; l’eau s’écoule par 
^ la section ou orifice inférieur £i , et le vase est supposé entièrement 
plein d’eau au premier insia^. 

On a , dans ce cas , , * 

! f*t m ^ ^ et i sont quatre verticales égales deux à deux , qui 
ont leur origine à la section inférieure n» et qui se terminent , 
U'z=zn"=:hz=Hy et m à la section O, ou surface supérieure du fluide et .r à 
(une section quelconque u. 
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384 COURS DE MÉCANIQUE, 

L’équation difftreniielle de i'^rticle precedent , devient 
du - 4 - udT -4— igO,mdm = 0, 
et la pression à une section quelconque se calcule par l’e'quation 

425. L’Équation difft'remielle Ju adT -4- igO,mdm = o, 
doit s’inte'grer de manière qu’en faisant m = a , la vitesse à l’orifice 
d’écoulement soit nulle ou qu’on ait 0 — o ; et u étant déterminé en 
fonction de m , on calculera le temps par l’équation 

/ ■^ 0, dm « • 

H constante , 

Uv 

dans laquelle , faisant m = a , on a / = O ; et faisant m o , 
on a le temps total de l’écoulement. 

426. La plus grande vitesse peut se déduire immédiatement de 
l'équation différentielle, en y faisant «/u — o ; ce qui donne sur-le- 
champ , 

" — 0 / - U* ' 

et il est à remarquer que cette vitesse est plus grande que "\/f igm) ou 
que celle due à k hauteur m, 

427. En conservant l’hypothèse adoptée depuis l’art. 424. supposons le 
vase prismatique , où O, u = O ; ce qui a lieu dans toute la hauteur 

du vase, excepté à' l’orifice, où on a fl<c* . on aura T — — 

/ Odtn O ^ dtn . — ji t n- 

=log. w ,doum =.e , HT z=.—^ 

m 

O 

a d ttt K d tn . 1, 

— == . et 1 équation dmcrenticlle 


du — 


zgOmdm = o. 
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partie, 2.» section, hydrodynamique. jgj 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES.. 

PROBLÈMES. 

« 


t 

. 1 ■ 

• . • -i . 





= îa longueur totale 



f 

du tuyau ou la longueur de 




la veine d*eau au premier 
instant. 




La vitesse v est supposée 

. ^ 

... J ^ 

\ , - 

nulle à ce premier instant. 

’ 



■ 


l • - 

_ • , T 

■ H- ; 
î . * . 



174. 

La plus grande vitesse , 
dans le cas du problème 

281. 

Déterminer , dans le 
cas du problème pré* 

. 


280 » excède celle due 
à la hauteur du fluide 

cèdent, la valeur de la 
plus grande vitesse. 

0 s section horizontale 
constante du prisme vertical. 


dans le vase, au moment 
où cette plus grande vf> 
tesse a lieu. 

2 .^ 1 . 

Appliquer la solution 
du problème 279 au] 
mouvement de l’eau dans ' 




un vase étroit prisma-j 

0 ' 



tique ou cylindrique, et 
donner la valeur de la 

U* 






plus grande vitesse. 


C c c 



Digitized by Google 




386 ••• 'COURS DE MÉCANIQUE, 

qui, intcgrce^ donne ( ■ 

t ‘ 2. g O „ 

K = Cm- — mm , ou — -= H — 

A — 2 O 


2g 0 


■mm ; 


rcsuitat qu’on obtient immédiatement , en faisant , dans l’équation inté- 
grale de l'art. 421 , = «/“*, H — h o , /i =z m et 6), O. 

Lorsque m = a, on a u = oj d’où C = — — et 

O* = . — 2 .A_d— '•.m'— V = — J, 

tl A — 2’ ' A — a' a^—‘ ■' 


U = i/[-^^t (0. 

La pression p , à l’extrémité de s' ou de j , a pour valeur , 

/ s — ' / 1/ tn' — • , , . 

■ P = '‘ -+■ Titt- • -(i). 

qui se déduit de là dernière équation de l’art. *424.' 

Le temps / est donné par l’équation 


(3).../ — —/; 


dm / — %) 


' qu^on trouve, en subitttuant U 
valeur de v cUdcsiui , dans 
réquatfon de l'an. 4-23 , et 

. O (y 

observant que -■ - ^ - • — 
^ £i a 

= / a. 

^ ( déduite de l'équation de 


Airr-’l 

a 


, , f A : ^ i *g ' {* B *"•/ \ ucfjuiie ac 1 c 

ctlaplus grande vitesse = '.■, = yh -^ — ;{ i- . a 

r 6 r'('A— i;j lift. 426 . 

Pour trouver la valeur de m qui convient à cette vitesse , il ■faut la 
mettre à la* place de u dans l’équation ( i ) : et on a 

A — 2 . m^ — • .... a 

— I — — ; ; cl ou on tire m 

A — I aA — A 


éA — lj‘ 


<*->; ' 


Aj.28. Lor-SQUE a = 2, c’est-à-dire, lorsque la section horizon- 
tale du* cylindre est double de la surface de l’orifice, l’équation diflï- 
renti'elle devient 


Ju 


2 udm 


.igOmdm = O, 
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388 - I > i' ! «'C’C Ü fs 5- ■ P E ■ M É C WN l’Q Û F. 

et ciônn^rpar flntégratî^^ ' ^ . 

-g- ■ 3 ,gOm^\ogr(^') 70W, t;* == \sm 16 g.- 

"■ I i' 

On a , de plus , • . ■ j 

/ = J" — ;; , — J/) Ipg. 


* J Y (zg'n.U^g.-^) 1} « 

• 419- l.'tACiNONS un vase compose d’une partie prismatique verticale 
ouverte par le liant , |et d’une autre partie de courbure quelconque ; cette 
seconde partie formant le prolongemenl inférieur de la première , et 
ayant , à son extrémité , un orifice pair où l'eau s’écoule : on aura , 

daiu ce cas , en se rappelant que A , 

valeur qui, substituée dans l’intégrale de l’article 422, donne, en 
. faisant, après la substitution, u = A^Z? 

La surface supérieure du fluide étant, au commencement du mou- 
vement , supposée à la hauteur i c au-dessus de ,1 orifice fi , on 

a en même temps u = o et ^ = c; ce qui donne 

2 A^ f — M 0 t — r 

^ =77“=T)77^=nrr * 

et la valeur de u’ , sous les formes suivantes : 

. 2x<rré 2-.;*-gQ->-fi-x;0 

— ^ 1 — x; ('a — x; 'ito-t-f'' fl— — 

= — _x;f2^ l(-£Ô^'' M-»- 2-X ‘ ‘ fio-Hc/ 

_îx«[ito-vrx-2;è] , . 

‘= (x-.;(x-a l 

Cette équation s’applique à foutes les époques du mouvement ou la 
* surface supérieure de l’eau est dans la partie cylindrique du vase , et 


— H 
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3-* PARTIE, 2.' SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 389 


NOTATION. 1 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

<2 = la longncSr de la 


» 

î8+.. 

partie courbe du vase. 


, 

Trouver les «quations 

e = la longueur de la 
partie prismatique verticale. 



du mouvement d’un 
Huide pesant et incom- 

^ la hauteur du point 


■ 

pressible, dans un vase 

de réunion de a et r au- 



étroit composé d’une par- 

dessus de l’autre extrémité 

s 

• - 

tie prismatique verticale, 

de a, où se trouve l’orifice il. 

• 


ouverte par le haut , et 

1 = la distance verticale de 


: 

d’une autre partie de ; 

l’extrémirc supérieure dt a. 


* 

courbure quelconque , [ 

k la surface supérieure du 



ceue seconde partie for- 

fluide, qu’on suppose n’étre 



mani le prolongement 

point abaissée au-dessous de 



inférieur de la première, 

la partie prismatique vertt- 


’v» 

et ayant à son extrémité 

cale du vase. 

r = 1a longueur du vase 
depuis la partie inferieure 



un orifice par où l’eau 
s’écoule , sans se renou-| 
veler dans le vase; et dé- 

de ou de l’orificé A par 


* 

terminer^ 

où l’eau s’écoule , jusqu’à 
une section quelconque trans- 
versale de la partie courbe du 

• 



vase. 

âi =Ia section transycrsalc 


# 


à l’extrémité de r, 

0 = ta section horizon- 



- 

taie de la partie prismatique 
du vase* 


• ^ 


^ = la hauteur verticale 



1 ." La \iicsse, ! 

de U au-dessus deroriheen. 

= n -4- ^ = la longueur 
du tuyau depuis l’orifice a , 
jusqu’à 1a surface du fluide 
qu’on suppose n’être point 



r 

1 

t 

jabaissée au - dessous de la 



« 



Digitized by Google 


590 COURS DE MÉCANIQUE, 

pour trouver îe temps qu’elle e'mploie à descendre de la hauteur h -f- e 

à la hauteur b -H | , on a l'équation 

th = : 

• V 

La pression à un point quelconque de la partie courbe du vase , 
se déduit de là preniicre équation de l’article 412, et est donnée par 
l’équation 

« — f -H i “'X ■ — 

— Ufi-i-i;— — T'' i/4-' 

d’où on tire 

« . . . /'X — I V /■ J, 

0{b-*-V / 

I 2 Xi n, 

P ^ 5 

On trouverait aisément la pression à un point quelconque de la partie 
cyliiulri(]ue située à une hauteur b — t— r au-dessus de l’orifice , en 
mettant dans 'l’équation ci-dessus, n au lieu de ^ , o -t— *1 au lieu 

de r , et faisant f = B -{ — 

Enfin , la plus grande vitesse a pour valeur ; 

,// V 1 

' A — I ’ 

qui , mis à la place de v dans l’équation qui fournit la valeur générale 
de la vitesse , donne , pour la hauteur correspondante de la surface 
supérieure de l’eau , 

rnn *. > 

£ 13 n X ^ 


f = — 50-H 




450. Considérons enfin le cas où un vase étroit, de forme 
quelconque d’ailleurs, est ouvert par ses deux extrémités, et, dépensant 
par l’une la même quantité d’eau qu’il reçoit par üautre , se trouve 
ainsi entretenu constamment plein. 

L’équation ^/ij de l’article 416 donne, dans ce cas. 



partie pri»ii)aitqne verticale 
du vase. . 

yu = ^ I =: la hauteur 
verticale au-dis»us de Tort' 
lîce Cl de rextrémité supé- 
rieure de m. 

, prise dans 

U 

toute retendue de la partie 
courbe du vase. 



prise depuis l*ori6ce infé- 
rieur n , jusqu'à la surface 
supérieure du fluide dans la 
partie piisitiatique verticale 
du vase. 

A t= la hauteur représen- 
tant la pression que I ttmos- i 
phère exerce tant à la surface 
supérieure du Üuide , qu*à 
l’orifice inférieur par où 
Tcau s'écoule. 


O 



n = l’orifice par où l’eau 
s'écoule. 

urrla vitesse avec laquelle 
l’eau s’écoule. 

0 = l’orifice par où l'eau 
entre dans le tuyau. 

n la pression à l'ori- 
fice 0, 


2 .” La pression. 


\ 


J.* La plus grande 
vitesse. 

aSf. 

Trouver les équa- 
tions du mouvement d'un 
fluide pesant et i^om- 
pressihle , dans un vase 
étroit , de forme quel- 
conque d'ailleurs , ou- 
vert par ses deux cxtré-l 
irt:tés , et dépensant par 
il'unc U meme quantité 
de fluide qu'il reçoit par! 
l'autre. I 
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qui, appliquée à l’orifice O , où on a j = °’\f ~~~ ^>Z — ^ • 

P = n , et ùj = O , donne 

= F(t) — ga — 

ensuite, à l’orifice £l , on a =z D , 5 = i,/>=x^etM = n; 

ce qui donne 

gA = F(t) — gb — iu* — ^D~, 
retranchant cette dernière équation de la précédente , 

g(n — h) = g(b - a) H- iV %r)-^O.D 

OU , 

— h -f- a — b)dt — xj*dt(\. p-Fi.D dv , 

.il n’y a de variables dans cette équation que u, Il et t; et II doit être 
regardée comme une fonction de t , puisqu’elle exprime la pression d’un 
point fixe qui ne peut varier qu’avec le temps. 

i |.3 1 Supposons que la pression IT, à l’orifice d’entrée, soit constante, 
l’équation prendra la forme 

. Ado 

— .fi C.* ' 

L’intégration de cette équation présente trois cas ; savoir ; 

Premier cas. Cl z= O-, d’où C — o , et = -—dv. 

B 

Ce cas donne 


V — — — ( - 4 - constante ; 
A 


et si B est une quantité positive , la vitesse augmente avec le temps., 

Second cas. Cl < O ; d’où C = i ^ , et </r = -5-— I— • 

O B ^ C*t 


Ce cas donne. 


A . V B -dr" U V C 

* a / (BC) TJ'VTTc’ 


constante. 
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PROBLÈMES. 

cc ==: une scciion trans- 
versale quelconque du tuyau. 

P := la pression à la sec- 
tion U. 




s ^ la longueur du tuyau 
comprise entre les sections 0 
et 

a , ^ et ^ sont respective- 
ment les hauteurs verticales , 
au-dessus d’un plan horizon- 
tal de position fixe, des sec- 
tions O , ùf et n. 

/i = la pression de I*at- 
mosphère qui s’exerce à l’o- 
rifice n. 



• 

= 1» force iccéicratrice 


1, 

i 

de U pesanfeur terrestre. 




t 

dt 

IJ— J — — , prise dans 


■ 


toute l’étendue du tuyau , 


'S 


c’est -à -dire, depuis l’ori- 
fice 0 , jusqu’à l’orifice XI. 
A = iciD. 


• 75 - 

Lorsque l’orifice d’en- 
trée, où le fiuide est sup- 


B~zg(i\ — A“+*a — 


pose refoulé par une pois- 

286. 

± C = - r- — 1 , 


sance constante , égale 

Examiner ce que de- 

61 * 


ou surpasse l’orifice de 
sortie , la vitesse croit 
avec le temps , indéfini- 
ment dans le premier cas, 
et, dans le second cas, 
sans pouvoir excéder une 
certaine valeur finie. 

vient U solution du pro- 
blème précedentp lorsque 
le fluide qui entre dans 
le vase , y est refoulé 
par une puissance coos- 
tantCp dans les cas, 

!.• Où j’oriflee d’en- 
trée du .vase est égal à 
l’oriflce de sortie; 

- 



2.® Où l’orifice d’en- 
trée est plus grand que 




l'orifice de sortie ; ’ ‘ 

Ddd 
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La constante est nulle, lorsque la vitesse initiale 1 est aussi, ou quon 
a en nûine temps u = o et / = o ; clans ce cas, la vitesse, au 
bout Ju temps t , a pour valeur 

t jy C 

OjÎ voit quelle croit avec le temps , sans néanmoins pouvoir excéder 
la valeur V , valeur qui correspond à t = cx>. 

* n’ r A if y 

Troisième ciis. £l> O ; doù C = i, et a! =: ^ • 

Ce cas donne 

A <‘'fC 

t — . arc tanc. ~—r 1- constante. 

' — V(BC) ^ VB 

La constante est encore nulle, lorsqu’on a en même temps t — o 
et U = O ; et on a , dans celte hypoihèse , 

' /B . , >f(RC) 

« = -7^tang. l— ;j '!• 

Ce cas est remarquable , en ce que la vitesse est infinie , lorsque 

v;nc} , ri , i 
—A ' — ou /__ . 

432. Pour obtenir la pression ;\ un point quelconque du vase, il 
faut, dans l’avant-dernière équation de l’article 417, faire 
p,— 0 , «r,=o, <r,=D, n,=n, n„=^, AC=C». » = A. 

Cette équation deviendra 

Ufr + c; r<- S 1 0 = if m fi 1 

: A-ij-s- i«- ji^. 

I 

qui peut se mettre sous la forme 

2 g{n — k -f- a b) y * — — . 

En" faisant, dans cette équation,^ = h; ce qui suppose 5 =. ^ 
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et w == fî , on aura la relation entre la pression FI à l’orifice O par 
où le fluiilc entre dans le vase , et la vitesse v Je l’eau à la sortie fl 
du vase : cet article , et les deux précédens , renferment ainsi des for- 
mules au moyen desquelles tous les phénomènes qui_ dépendent du 
mouvement se trouvent déterminés. 

433. Supposons que la vitesse est parvenue à runiformité , ou que 
la durée du mouvement a été telle qu’on a sensiblement u = y’ ou 

2g0‘fn _ /, H- r» — i; = uYi — 

et , à l’inspection de la valeur de u , art. 431,1! est évident que , 
dans les cas les plus ordinaires , elle doit bientôt arriver à ce terme. 
L’équation qui donne la pression sera , ( en observant que l’hypothèse 

de donne u* C — 7 ? = o ou (' i — J — 

ù’ C' 

2^('n — /i -4- a — ij = 0), 

^gri> - n -t- Z - = uY-ÿ-- 1^;. 

En faisant = h , ce qui suppose w = F 2 et ^ > cette équation 

devient , 

2g(h — U b - a)D = vy-^, iJ. 

Lorsque fl — O , on a H = ^ H- 6 — a : la pression à l’orifice 
d’entrée ne dépend plus de la vitesse ; la valeur de la vitesse constante 
devient indéterminée ou = | ; te qui suit nécessairement de la valeur 
B 

V = — r, art. 43 t . 

^ /-V I * I • y'[2gO‘fn-/i-ha-iJ1 

0>il,la vitesse constante devient v = Vf0‘ — cFJ ’ 

et pour qu’elle soit réelle, ou que le fluide puisse y parvenir, on doit 
avoir f\ > ( h — a -j- b ). 

/J.34. Les formules données depuis l’art. 335», quoique établies sur 
l’hypothèse des tubes ou tuyaux infiniment étroits , s’appliquent néan- 
moins à un très -grand nombre de cas où les trois dimensions des 
vases sont de grandeur finie ; on obtiendra cet avantage toutes les fois 




Lorsque 
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(ju’il sera possible de faire, en un endroit quclconcjue du vase, une 
seciion telle que toutes les molécules renfermées dans celte section aient 
des s îlcfscs éÿiles et parnllèles : c'est en cffel par cette dernière propriété 
que le incuvemcnt est rendu lincoire , et qu’on parvient aux équations 
données depuis l’article cité. 

La propriété dont Je viens de parler, se rencontre évidemment dans 
Jes vases dont la longueur est considérable par rapport à leur plus grand 
diamètre , et qui ont , par conséquent , fort peu d’évasement. 


4 3 J. Il est bon de faire, sur l’évasement, une remarque propre ) 
résoudre quelques dilTiCuliés qui pourraient se présenter aux commençans 
dans l’étude de la théorie précédente. Le tube ou vase étant d’amplitude, 
ou section transversale variable, les vitesses des différentes tranches , à un 
instant déterminé , dépendent des rapports tics sections dont la variabilité 
joue, sous ce point de vue, un rôle très -importent dans les phénomènes 
du mouvement. 11 n’en est pas de même lorsqu’il s’agit d’évaluer l’in- 
fluence qu’ont sur le mouvement d’une tranche fluide, les différences de 
pression des deux sections transversales entre lesquelles cette tranche est 
contenue. Soit p la pression rapportée à l’unité de surface d’une section o>, 
la pression totale de cette section sera /> «. Imaginons une tranche fluide 
renfermée entre « et u —H du, la pression totale de u Ju sera 
( P -f— dp)( « H— du) ou P ( U —H du) — t- U dp ; or^ on pourrait 
penser qtie l’excès de celle dernière force sur la première,' ou la partie 
de la pression qui se combine avec la pesanteur pour produire la force 
accélératrice, est égaie kpdu-^ udp ; mais il faut observer que, par la 
nature des fluides, art. 247, des pressions égales entre elles, lorsqu’on 
les rapporte à l’unité de surface, se font équilibre, quelles que soient les 
étendues des surfaces auxquelles on les applique : ainsi ,' dans les deux 
pressions opposées, pu p ( u du) -4- udp, les parties pu 

p(u -J— du) SC font équilibre ou se détruisent réciproquement; et il 
ne reste plus que udp, qu’il faut combiner avec les autres puissances 
qui sollicitent la tranche. 


Digitized by Google 


3.® PARTIE, 2.® SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 


notation. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 



s’appliquent aux vases 
dont les trots dimensions 
sont de grandeur finie, 
dans tous les cas où il 
est possible de faire , en 
un endroit quelconque 
du vase , une section 
telle que toutes les mo« 
léculcs renfermées dans 
cette section aient des 
vitesses égales et paral- 
lèles. 

1 

i 

. i 
1 

! 

• 


178. 

La différence entre 
deux sections infiniment 
voisines qui jouissent 
de U propriété énoncée 
dans le théorème précé- 
dent , n'cnire pour rien 
dans révaluation de la 
partie de la pression de la 
tranche , comprise entre 
CCI sections, qu’il faut 
combiner avec les puis- 
sances appliquées ad 
fluide pour obtenir la 
force accélératrice de 
cette tranche. 

> 
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436. Il y a un C 05 très -remarquable de l’écoulement des fluides 
incompressibles et pesans , qui conduit à une valeur extrêmement simple 
de la vitesse à la sortie du vase ; c’est celui où on suppose que le fluide 
s’écoule par un orilice dont la surface est très -petite en comparaison 
d’une section transversale quelconque. Toutes les formules relatives à la 
vitesse d’écoulement , données depuis l’article 3 pp , s’accordent dans 
ce cas , quelle que soit l’inclinaison de l’orifice , à fournir l’équation 
. suivante ; 

V = V\_3.(gh -H (I — P)\. 

437? On a vu précédemment, qu’il y avait un maximum de vitesse 
auquel le fluide parvenait sensiblement dans un temps plus ou moins 
long : la grandeur de l’orifice influe principalement sur la durée de ce 
temps ; et la vitesse évaluée dans l’article précédent , doit être , dans les 
cas des articles cités , considérée comme un maximum de cette espèce , 
auquel le fluide arrive dans un temps si court qu’il est sensiblement 
inappréciable : c’est en l’envisageant sous ce point de vue , qu’on évite 
les dilficuliés qui embarrassent ordinairement la théorie des écoulemens 
par les petits orifices. . 

438. Lorsque l’écoulement se fait dans le vide ou dans un fluide 
élastique , comme l’air , qui presse également la surface supérieure du 
fluide et l’orifice , l’équation de l’article 43 6 devient 

V — V ( 2 ^^/ 

43^. Le vase étant entretenu constamment plein, le volume de 
fluide qui s’écoule pendant un temps donné, est égal, dans l’hypothèse 
de l’article précédent , à 

Q = oi I V ( 2g A ) ; 

et , au moyen de cette équation , trois des quatre quantités Q , u , A 
et t étant données , on pourra calculer la quatrième. 

440. Lorsque le vase n’est pas entretenu constamment plein , les 
mêmes choses se calculent par l’équation 

= udtV\2g(h — 
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^ = ia force iccélénirice 
de i« pesanteur. 

- 


289. 

Déterminer la vitesse 

V vitesse à U sortie du 

vase. 

A = U différence de ni- 
veau entre la surface supé- 
rieure du fluide et Torifice. 

Q et P sont les hauteurs 
de deux prismes du fluide 



avec laquelle un fluide 
pesant et incompressible 
s'écoule par un orifice 
très-petit, en comparai- 
son d’une s||tion quel- 
conque du vise* 

qui s’écoule , ayant Tuniié 
de surface pour base , donc 
tes poids mesurent les pres- 
sions , rapportées à l’unité 
de surface, qui ont lieu res- 


179. 

La vitesse donnée par 
la solution du problème 
289 est un maximum de 
vitesse auquel le fluide 


pectivemenc à la surface su- 
périeure du fluide et à l*o- 


parvient dans un temps si 
court, qu'il est sensible- 

• 

riâce. 


ment inappréciable. 

' 

f 


180. 

La vitesse d’écoule- 
ment , dans le cas du 
problème 290 , est 

290. 

Appliquer la solution 
du problème précédent , 
au cas ou les pressions 



égale à celle due à la 
hauteur de la surface su- 

à la surface supérieure du 
fluide et i l’orifice sont 

âf = sorface de l'orifice. 


périeure du fluide au- 

rullcs ou se détruisent , 

Q = la quantité de fluide 
écoulée pendant le temps r. 

h et g ont la meme signi- 
fication qu'à Part. 4<}6. 

n = U section du vase à la 
surface supérieure du fluide, 
lorsque, au bout du temps t , 
cette surface supérieure s'est 


dessus de l'oriflce. 

et trouver la quantité de 
fluide écoulée dans un 
temps donné , 

1. * En supposant le 
vase entretenu coosiam- 
ment plein ; 

2. * En supposant que 

abaissée verticalement de la 



le vase se vide sans re- 

hauteur 



parer scs pertes ; 




E ee 


V, 
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402 


ou 


dt =z= 


nrfj 

Î,;] ' 


dont ie second membre ne renferme qu’une variable, parce que £1 est 
fonction de 


44 1 . Dans le cas d’un cylindre ou d’un prisme dont l’axe ou les 
arêtes longitudinales seraient verticales, on a, pour i’ccoulemenê sur une 
hauteur 2 , 


et , jx)ur l’écoulement total sur la hauteur h . 


2.0.'/ h 

■ < = —T-, T 

I U'/ {2 i,l 

ce temps total est double de celui employé à faire la même dépense 
d’eau , lorsque le vase est entretenu constamment plein à la hauteur h. 


4.4.Z. L’Équation -7-, donnée art. 440, 

renferme le principe de la construction des clepsydres ou horloges d’eau. Si 
• la forme de la clepsydre est donnée, en intégrant l'équation précédente, 
on en lire 1 = fonction (t) ; au moyen de quoi 011 peut calculer les divi- 
sions de l’axe vertical j , corresjsondantes aux divisions égales du temps : 
les divisions de j seront , dans ce cas , généralement inégales ; mais , 

pour avoir ces divisions égales , il faut faire = o = la hauteur 

constante dont on veut que le fluide s’abaisse pendant chaque unité 
de temps ( l’imité de temps doit être la même que celle employée dans 
la détermination de ^ ) , et on aura l’équation 

tiCl = U V { ^ g ( h — i)~\. 

Supposant , ainsi que cela est convenable , que la clepsydre est symé- 
trique par rapport à l’axe vertical des on pourra se donner arbitrai- 
rement l’aire de la section L1 en fonction d’une coordonnée horizon- 
tale y; et l’équation f(y) — V \_^g(k — ^J] sera celle du profil 
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l’ROBLËMES. 1 

♦ 


1 H 1 . 

i 

h = U diffcrcnce de ni- 


Un vase ayant la forme 


veau , initiale, oiipriae» lors- 


d'un cylindre ou d*un 

1 

que f =r O, entre la surface 


prisme vcnicaf , emploie 

1 

supérieure du Huide et I*o* 


à SC vider cntiérenient par 

[ 

rifice. 


un petit orifice pratique à 

J." Lorsque le vase, 



sa base, un temps double 

qui SC vide sans réparer^ 



de celui qui serait néces- 

ses pertes , est un cy-j 



saire pour faire la même 

lindre ou un prisme dont' 



dépense de fluide, si le 

l'axe ou les arêtes longl- 



vase était entretenu cons- 
tamment plein à la hau- 
teur où était la surface 
supérieure du fluide au 
commencement du mou- 

tudinales sont verticales. 



vcmenc. 

291. 




Exposer les principes 
et donner les formules 


: J 


fondamentales qui ser- 
vent à la construction 

' 



des cUpsydres ou hor- 
loges d'eau , 1 

1 .® Lorsqu’on veut] 
diviser Taxe vertical 
en se servant d*un vase| 
donné ; | 

i.® Lorsqu’on veut' 
construire une clepsydre; 
dans laquelle des divr-| 
sions égales de Taxe ré- 
pondent a des temps 
égaux* 

f est le signe de fonction. 





E e e* 2 



■tf 


\ 
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horizontal Je la clepsydre. On peut aisdmcnt donner à cette détermi- 
nation plus de généralité ; mais ce serait en pure perte pour les objets 
d’application. 

44^. Os a appliqué la théorie de l’écoulement de l’eau par les petits 
orifices , aux cas des orifices verticaux dont la grandeur est telle par 
rapport à la charge d’eau , ou à la hauteur de la surface supérieure du 
fluide , qu’on ne peut pas supposer des vitesses égales à toutes les molé- 
cules renfermées dans ces orifices. Cette application a été fondée sur 
l’hypothèse que l’inégalité de vitesse ne pouvait avoir lieu qu’entre les 
molécules situées à différentes hauteurs , ou dont les distances à la sur- 
face supérieure du fluide n’étaient pas les mêmes ; tandis que les molé- 
cules situées dans une même ligne horizontale , ou entre deux lignes 
horizontales infiniment voisines , devaient se mouvoir avec la même 
vitesse : on a ensuite supposé que cette dernière vitesse était celle due à 
la hauteur de la surface supérieure de l’eau au-dessus de chaque molé- 
cule , raisonnant , en cela , par analogie avec ce qui se passe dans le 
cas des petits orifices. 

^ Voici les formules auxquelles cette manière d’envisager la question 
a conduit. 

L’écoulement pendant un temps t , par la partie de l’orifice comprise 
entre son point le plus haut et l’ordonnée horizontale y , a pour valeur , 
lorsque le vase est entretenu constamment plein , 

Q = (xg)^t \ J'[ydx(h' -t- x^î] -4- constante]. 

Le périmètre de l’orifice étant donné, y est connu en fonction de x. 

On détermine la constante par la condition que J" \_ydx ( h' x 

s’évanouit , lorsque x — o ; et l’intégration finie , pour avoir la dé- 
pense de l'orifice entier, on fera x h — h'. » 

444. La hauteur moyenne de T eau, pour une partie quelconque de 
l’orifice comprise entre son point le plus haut et l’ordonnée horizontale y , 
est la hauteur due à une vitesse telle , que , si elle était commune à toutes 
les molécules fluides renfermées dans la portion de l’orifice dont je viens 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉO RÉMES. 

PROBLÈMES. 


• . 

• 

2<)2. 

Trouver le rapport, 
entre le temps et la dé- 
pense , lorsqu'un fluide 
pesant et incompressible 
sort d'un vase entretenu 
constamment plein , par 
un orifice vertical de 
grandeur finie. 

^ la force accclcratrice 
de la pesanteur. 

()= la quantité de fluide qai 
s*écouIe pendant le temps t, 
h et A' sont respectivement 
les distances verticales de la 
sut face supérieure du fluide 
aux points le plus bas et le 
}ius haut de l'oriflee. 
y est la distance entre deux 
>oints quelconques de l'ori- 
üce , situés sur ia même ligne 
lorizontale. 

X = I*ahaisscment de y\ 
au-dessous du point le plusl 
laiic de l’oriflce. | 

65. 

De la hauteur 
moyenne , lors- 
qu'un fluide pe- 
sant s'écoule par 
un orifice vertical 
de grandeur finie. 


aot. 

Déterminer, dans le cas 
du problème précédent, 
la valeur de 1a hauteur 
moyenne. 

t 
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de parler , la dépense par ce(te poriior» d’orifice serait la même que 
celle qui a effeciivemeiu lieu. On a pour ta hauteur moyenne ‘ 

/ _ H . 

(ü -H 

Les constantes /I et 5 se déterminent par la considération que les inté- 
grales s’évanouissent lorsque .v o ; et lorsque l’intégration est efTeciuée, 
on a la hauteur moyenne , pour tout l’orifice , en faisant x = h — h' . 


4^.5. Lorsque le vase se vide sans recevoir de nouvelle eau , la 
relation entre le temps et la quatuité de fluide écoulée, est donnée 
par l’équation 






B. 


A /[)fdx { h' - 4 - * — i)‘ ] 

On intègre d’abord la quantité ^ H— -v — zJ^] • regardant j 


comme constante , et on détermine la constante A , par la condition que 
l’intégrale s’évanouit lorsque x — o : faisant ensuite x •=. h — h' , 
et observant que fi est fonction de la valeur du temps prend la 

forme t =. — ! — — .dif( 1) -t- B , et la constante B se détermine 


J* 

par la condition que j et / sont zéro en meme temps. 


446. L’hïpothÈse , admise dans les deux articles précédens , de 
l’égalité de vitesse pour les molécules fluides qui , à l’orifice , sont 
comprises entre deux lignes droites horizontales infiniment voisines , peut 
ne pas s’écarter beaucoup de la vérité. Il n’en est pas de meme de l’hypo- 
thèse qui rend cette vitesse proportionnelle à la racine carrée de la 
distance verticale de la molécule à la surface supérieure du fluide ; et 
en conservant meme la (orme des équations qui donnent ^ et /, il faut, 
au lieu V (h' -4- x) , art. 443 , ou de p' (h' -4- x • — i) , art. 445 , y 
mettre plus généralement f (h' -f- x),f (h' x — i) ; et alors l’embarras 

est de coiinaiire cette fonction. On ne doit donc introduire qu’avec beau‘- 
coup de précaution dans les applications aux objets de pratique l’hypothèse 
dont je vietis de parler ; et ce ne serait pas meme assez de se contenter de la 


i 


■3.* PARTIE, a.* SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 407 


N 0 T A T ro N. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

1 

PROBLÉMF 5 . | 

Â il hauteur moyenne 

l‘eau , rapportée à la par- 
tie de l’orifice qui répond à 
toute la longueur de x , ou 

• 


1 

qui est au-dessus de l’hori- 
zontale y. 



1 

^ = la hauteur verticale 
dont la surface supérieure du 



294. 

fluide est descendue pendant 



Trouver la relation 

le temps r. 

1 t 

- 

f * 

182. 

entre le temps et la dé- 
pense t lorsque le Huide 
s'échappe, par un orifice 
vertical, d*un vase quij 
SC vide sans recevoir de 
nouvelle èau. 


.. •* 

Des deux hypothèses 
énoncées arc. ^6 , et 
sur lesquelles sont fon- 
dées les solutions des 

IM 

• ■ : \. 

i i 



problèmes açi et 294,. 
celle qui suppose ta vî- 

i ' 

' . * it: 

». 

cesse d’une molécule 
passanipar l’orifice , pro- 
portionnelle à la racine 
carrée de s.i djiiâncc 
verticale à U surface su- 
périeure du fluide , i*é- 

i 

• 

\ 

’ 

loigne beaucoup de Tex- 
pcrience | dans plusieurs 
cas , et ne doit être appli- 
quée qu’avec précaution. 
On peut , sans changer la 
forme des équations qui 
résolvent les problèmes 
cités , substituer à la ra- 
cine carrée de la hauteur, 
une fonction de U hau- 

t 



jeur; mais la forme de 
cette fonction n’est pas 




connue* 

' 


s. 

' 

N- 
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correction relative à la contraction de la veine fluide dont je vais bientôt 
parler. En effet, en supposant la vitesse proportionnelle k ( h' — t- x) , 

si le pK>int le plus haut de l’orifice était à la surface supérieure Ju fluide, 
ou près de cette surface , les molécules qui y passeraient , auraient une 
vitesse nulle ou extrêmement petite; ce qui est tout*à-fait contraire à 
l’expérience. Cependant , comme plusieurs résultats déduits des formules 
citées , ont été employés utilement par les praticiens , en y faisant les 
modiffcaiinins convenables , j’ai cru que je ne pouvais pas me dispenser 
de rapporter ces formules dans mon ouvrage. 

Mais il y a des corrections communes, non-seulement aux 
résultats ci-dessus nientionnés , mais encore à tous ceux que peut fournir 
la théorie de l’écoulement des fluides par des orifices quelconques. On - 
a reconnu que, lorsqu’un fluide incompressible s’échappe d’un vase par 
une ouverture que je supposerai circulaire , le jet n’avait pas une forme 
cylindrique , et diminuait progressivement de diamètre depuis l’orifice 
jusqu’à une certaine distance , peu differente , dans beaucoup de cas , du 
demi- diamètre de cet orifice. Ainsi le jet affecte, dans cet intervalle, 
la forme d’un cône tronqué , dont la grande base est l’orifice lui-même. 

Or , pour évaluer la dépense , U faut , à cet orifice , substituer la petite 
base du tône tronqué , qui renferme tous les filets fluides jaillissant hors 
du vase, lorsqu’on connaît ou là vitesse commune ou la vitesse moyenne 
de ces filets. La diminution du diamètre du jet , depuis l’orifice jusqu’à 
une certaine distance de cet orifice, est ce qu’on a appelé contraction 
de la veine jiuide. 

\ 

448. L’EXpiRiENCE a appris que, lorsque l’eau s’écoulait d’un vase 
par un petit orifice percé dans une même paroi , la dépense effective 
était à-peu-près 0.6 i. de la dépense théorique calculée par la formule 
de l’article 43^. 


I 
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183. 

• . 

1 

• 


Lorsqu'un fluide pe> 
sam et incompressible 
s'échappe d'un vase par 
uo oriflee circulaire , le 



. 

jet aflècte » à sa sortie , 
la forme d’on cône tron. 
que dont la grande base 
est l’orifice.. Un rétré- 
cissement analogue du 
jet a lieu généralement ,, 

• 



quelle que soit la forme 
de l'orifice. La section de 
ce jet » faite à l’endroit de 
son plus grand rétrécisse* 

■ : 



n^ent » multipliée par la 



66. 

De ce qu'on en- 
tend par contrJ€‘ 

vitesse moyenne des mo- 
tet itles fluides qui passent 
par cette seaion , donne 
la dépense faite dans une 


. 

tion de la veine 

unité de temps. 


• 

fiuide. 

J 84. 

Lorsque l'eau s’écoule 
d'un vase par un petit 
orifice circulaire percé 

• 



dans une mince paroi la 


■ 


dépense eflVctiye est à* 


■ • 


|)eu-prés 0|6a de la dé- 
penst^corique» calculée 




[ur les formules des an. 


* " 

• 

4.39 et ^0. Le n]cme 
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44^. Ce déchet est occasionné par ia* contraction de la veine fluide; 
et U demeure le même , si l’on adapte à l’orifice un ajutage , dont la 
longueur soit égale à la distance de cet orifice à la section de plus 
grande contraction, et dont 1a paroi intérieure ait la forme coiioide, 
affectée dans cet intervalle par le fluide. Mais si , à la suite de cet ajutage, 
bn place un tuyau cylindrique d’un diamètre égal à celui de l’orifice, 

, supposé circulaire , ou un tuyau conique , ou enfin un tuyau en partie 
« cylindrique et en partie conique , les longueurs et l’évasement n’excédant 

pas certaines limites , la dépense , dans un temps donné , augmente et 
peut excéder le double de celle qui se fait par une mince paroi. Cette 
. augmentation de dépense varie avec les proportions .des ajutages qui 

comportent un maximum et un minimum; cependant Jes connaissances ■ 
sur cette matière ne sont pas assez avancées , pour établir ces propor- 
tions et la forme rigoureuse des ajutages , d’après des règles susceptibles 
d’être mises ett formules. 


450. Cet écoulement par les ajutages a offert un phénomène 
remarquable. Si l’on fait la plus légère ouverture près de l’endroit où 
est la plus grande contraction de veipe , l’augmentation de. dépense 
n’a pas lieu ; et , en adaptant au tuyau additionnel des syphons dont les 
branches inférieures trempent dans l’eau ou le mercure , il y a aspiration 


J , ■ ^ 
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cHet a lieu , si l'on adapte 
à l'orifice un ajutage dont 
U longueur soit égale à 
la distance de cet orifice 
a la section de plus grande 
contraction , et dont la 
paroi intérieure ait la 
forme du conoTJe , affeeté 
dans cet intervalle par le 
fluide. 

185. 

Si , à la suite de raju>> 
tage mentionné au théu* 
réme précédent, on place 
un tuyau cylindriqued’un 
diamètre égal à celui de 
l'orifice » supposé circu> 
faire, ou un tuyau ooni- 
que, ou enfin un tuyau - 
en partie cylindrique et 
en partie conique , les 
longueurs et l'évasement 
n'excédant pas certaines 
limites, Udépense,dens 
un temps donné , aug* 
mente et peut excéder le 
double de celle qui se 
fait par une mince paroi: 
cette augmentation de dé> 
pense varie avec îcs pro- 
portions des ajutages qui 
comportent un tnaMtinutn 
et un minimum. 


P R O n L E M F. s . 


186. 

Si l'on fait* U ^us 
légère ouverture pré» 
de l'endroit où ^ est la 
plus grande-contraction , 
l'augmentation de dé* 
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dans chacune de ces Branches , qui diminue à mesure que le syphon 

est plus éloij'iid de la section déplus grande contraction. 


i>4 


451. Enfin, la difll-rence entre la dépense par un orifice percé 
dans une., mince paroi , et celle par un tuyau additionnel , n’a pas lieu 
dans le vide. On voit , par ces divers phénomènes , que le poids de 
Tatmosphère a une» influence totale ou presque totale sur l’excès de 
produit des tuyaux additionnels. 

4^2. Un habile physicien de Modène., J. B, Venturi, a essayé de 
lier les faits que je viens de rapporter , à un principe ou fait primitif, 
qui doit trouver sa place ici comnae phénomène • du mouvement "des 
fluides , quel que soit le jugement qu’on porte sur les conséquences 
que Venturi en tire. Si l’on introduit un filet d’eau avec une. certaine 
vitesse dans un vase rempli du même fluide stagnant, à là surface d^iquel 
il s’échappe en suivant la direction d’ûn canal curviligne ouvert dans toute- 
sa longueur , ce filet entraînera avec lui et fera sortir du vase le fluide 
• qui y est contenu ; de manière qu’au bout d’un certain temps , il n’en 
restera que la portion comprise entre le fond du vase , et la partie inlc- 
rieure de l’ouverture par laquelle entre le filet, yenturi.a nommé cet • 
effet, communication latérale du mouvement dans les jiuides, et il y rapporte 
plusieurs circonstances importantes de ce mouvemefjt. Il ne donne au- 
cune explication du principe , et conclut même de ses expériences , que 
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pense n'a pas lieu ; et 
en adaptant au tuyau 
additionnel, des ayphons 
dont les branches inl'c- 
rieurcs trempent dans de 
l’eau ou du mercure , il 

• 


• 

y a aspi%tion dans cha« 
cune de ces branches , qui 
diminue à mesure que le 
syphon est plus éloigné 
de la section de plus 
grande contraction. ‘ 

1 87. 

La différence entre la 
dépense par un orifice 

.• • 


. 

percé dans une mince 
paroi et celle par un 

! 


. ■ 

tuyau * additionnel > o*a 

i 

• 


pas lieu vide. 

• 

• 

. • 


i88. 

■ 

• 

• 

Si l’on introduit un 
filet d’eau avec une* ^r- 


• 


taine vitesse dans on vase 
rempli de même fluide 
stagnant , à la surface 



^7- . 

De la fommu- 

duquel il s'échappe en 
suivant la direction d'un 
canal curviligne ouvert 
dans toute sa longueur, 



nicdtion latéral* 

ce filet entraînera avec 


, , 

du mouvement 
dans les fluides; 

lui et fera sortir du vase 
le fluide qui y est cor* 




• 

• 
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l’attraction rfciproque des molécules d’eau est très -insuffisante pour ep 
rendre raison : il a publié le résultat de ses recherches , clans un ou- 
vrage qui contient beaucoup de choses curieuses et utiles , et qui a 
obtenu le suffrage de l’insliiul national des sciences et des ariS *. 


4 j J. Il me reste,. pour terminer ce que j'ai à dire sur les fluides 
incompressibles , à donner quelques résultats sur leur choc et leur résis- 
tance. Si un fluide en mouvement agit sur un corps en repos , il lui 
communKjue une vitesse finieutu bout d’un temps fini , après l’avoir fait 
passer par tous les, degrés de vitesse intermédiaire , entre la vitesse zéro 
et celle que le corps a au bout du temps t. Le fluide agit donc à la 
manière des puissances accélératrices, dont l’effet, soumis à la loi de 

continuité , s’accroît par degé’és insensibles ; et la force motrice ■ est 

la mesure de ce qu’on appelle le choc du Jiuide. 

Si, au contraire, un corps animé d’une vitesse initiale est lancé 
dans un fluide, cette vitesse initiale diminue graduellement, en'suivant 
aussi la loi de continuité ; la perte de quantité de mouvement pendant 

l’instant dt, est Mdv ; et est, dans ce cas, la mesuré de ce 

a t 

qu’on appelle résistance du fluide. 

On a très-souvent confondu les phénomènes de mouvemens qui se 
rapportent au choc , avec ceux qui se rapportent à la résistance; ils 
offrent néanmoins des nuances dont il faudrait rendre raison et tenif 
compte , si les problèmes auxquels ils donnent lieu étaient résolus d’une 
manière satisfiiisante : mais nous sommes bien éloignés de_ jouir d’un 
pareil avantage, cette partie de la mécanique étant, en même temps. 


* Kecherchei expérimenules sur le principe de la communication latérale du mouve* 
ment dans les fluides, dcc. Paris , chez Hcutl , Ducros et Barron, 
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68 . 

De ce qu*on 
entend par choc 
et risiitaact des 
fluides. 


tenu , de maniéré qu'au 
bout d’un certain temps 
il n*en restera que la 
portion comprise entre] 
le fond du vase ej la 
partie inTt^rieure de l’ou- 
verture par laquelle entre 
fe filet. 

I 89. 

Lorsqu’un corps en 
mouvement choque un 
fluide » et réciproque- 
ment , les variations d# 
la vitesse du eprps $c font 
par degrés insensibles ; 
c’est-à-dire que l’crfet 
du choc du de la résis- 
tance des fluides sur le 
mouvement des corps , 
est comparable à celui 
des forces accélératrices 
ou retardatrices. 


PROBLEMES* 
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i’une des plus importantes pour Jes applications, et- l’une des moins 
avanc(5es pour la thcorie. 

t 

• 

Lorsqu’un corps s’avance dans un fluide en repos, il se 
forme lo'ut autour de ce corps une {ienivellatioii qui consiste en ce que 
le fluide s’élève au-dessus de son niveau à la partie antérieure du corps, 
où se forme ce qu’on appelle le remou. Depuis le sommet de ce remou, 
le fluide s’abaisse graduellement le .long des faces latérales du corps , 
jusqu’à l’arrière de ce corps, où est son plus grand abaissement, et où 
se forme une cavité dont le fond est au-dessous de la surface horizon- 
tale du fluide. On peut , depuis le fond de cette cavité jusqu’au sommet 
du remou , imaginer une ligne. courbe tracée sur le corps , dont tous les 
points sont à différentes hauteurs , et qui est l’intersection de la surface 
du corps et de la surface tlénivelée du fluide. 

Dés phénomènes à-peu-près semblables ont lieu lorsque le fluide 
en mouvement choque un corps en repos ; la théorie rigoureuse 
tiendrait compte^ dans ce second cas, de quelques différences relatives, 
.à la direction inclinée des molécules d’un fluide en mouvement , 

èt la différence de vitesse des molécules en amont et en aval du 

« ♦ 

corps , &c. • 

On voit donc que, soit pour la résistance , .soit pour le cAoc des fluides, 
il faut avoir égard non-seulement à la forme et à l’étendue de la proue 
ou face antérieure du corps , mais encore à celles tles faces latérales et 
postérieures ; faire entrer en compte les différentes hauteurs du fluide , 
a.tt-dessus et au-dessous de son niveau^ tout autour du corps; consi- 
dérer les abaissemens de chaque élément submergé de la surface de ce 
corps au-dessous de la surface , non pas horizontale , mais dénivelée , du 
fluide , &c. , &c. 

Les formules dont on se sert usuelffement pour -calculer le choc ou la 
résistance des fluides , sont bien loin de renfermer tous ces élémeiis. Si 
l’on suppose, par exemple, qu’un ptyrallclipipède rectangle a quatre de 
ses arêtes horizontales, et qu’il se meut dans un fluide parallèlement à 
ces quatre arêtes , les formules dont je parle font sa fo,rce retardatrice , 
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ïimplcmer\t proportionnelle au 'produit de la partie de la face antérieure , 
perpendiculaire aux quatre aréies horizontales, qui est au-dessous de 
la surface horizontale du fluide , par le carre' de la vitesse. Je donnerai 
tout-à-l’heure les considérations au moyen desquelles on peut parvenir 
à ce résidiat : mais je vais les faire précéder de quelques mots sur u|i 
essai de théorie qui , si elle ne donne pas la mesure absolue des effets 
observés dont j’ai parlé plus haut , indique du moins des eflets sem- 
blables , en ce qu'elle conduit à des formules d’où on déduit la déni- 
vellation , le remou en avant , Y abaissement en arrière , &c. , et qui 
fournissent le moyen d’avoir égard à la forme du corps, à ses dimensions, 
aux différens enfonccmcns des élémetis submergés de la surface , &c. &c. 
Cet essaie je le répète, offre plutôt ïimaÿe que la réalité d’une théorie 
physiquement applicable ; et malgré cela je crois faire plaisir à plusieurs 
de mes lecteurs , en en donnant ici une idée générale. 


J. Un corps étant en mouvement dans un fluide, imaginons qu’il 
est coupé par quatre plans; savoir, deux plarw horizontaux infiniment 
près l’un de l’autre, et deux plans verticaux aussi infiniment voisins, et 
perpendiculaires aux courbes d’intersection de la surface du corps et des 
plans horizontaux. La petite surface commune aux deux zones , horizon- 
tale et verticale , produites par ces intersections , sera une différentlo- 
différentielle de l^surface du corps ; et ayant les formules qui donnent, 
dans tous les cas , la pression de cet élément de surface , on‘ pourra , 
avec le secours du calcul intégral , calculer la pression d’une étendue 
finie de la surface du corps. Voici les considérations au moyen desquelles 
on évalue la pression de la différentio- différentielle de surface. 

U étant un orifice infiniment petit , et ^ sa distance à la surface supé- 
rieure du fluide , la vitesse u avec laquelle le fluide jaillirait par cet ori- 
fice , est égale kV^^zgbJ, et on a = 3. g b. 

Supposons cet orifice fermé par un plan ou lame plane; la portion de 
cette lame qui se trouvera dans le plan de l’orifice, éprouvera une pression 
absolue p, égale à u>gh (la densité du fluide est prise pour unité). Substi- . 
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• 
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a9j. 

Un corpi éunten mon- 
▼em«nt dans un fluide, 
trouver Urésitunce qu*é-i 
prouve un élément dtffé- 
rentio-difrérentiel de U; 
lurface de ce corps , dans ! 
le cas où la direction du 
mouvement est perpen-! 




diculaire au plan ddTé- 


• 

• 

lénient de surface. 

/> = tt pression isormale 
d’un élément ditrerentio.difré- 
rentiel de surftce tt qui se 
meut avec une vitesse u. 

• 

• 

. 

• 

Ggg 2 
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Pression 
normale. • . 


Pression 
dans une di- 
rcciion ^ui 
faii tn angle 
quelconque 
avec le plan 
de rélément 
de surface... 
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Qu’on imagine à présent que cet élément se meut perpendiculairement 
à son plan (le plan langent qui a cet élément commun avec la surface du 
corps) avec Une vitesse U, et de manière qu’ii ne rencontre le fluide qu’à 
sa partie antérieure , ce qu’on peut concevoir , en supposant qu’il se meut 
dans un petit canal où le fluide ne peut entrer que d’un côté ; alors le 
fluide tendra à jaillir avec une vitesse u z±i U , suivant que l’élément î 

de surface ira à la rencontre ou s’éloignera du fluide. Il faudra donc , j 

pour ce cas , substituer , dans i équation p — , a la vitesse u la 

vitesse a ;lz U om (igh)- ; ce qui doiyiera, pour la pression , ! 

l’équation i ' 

P = [( ^ghp ± UY- 

4^6. « est l’élément différentio- différentiel de surface dont on a 
expliqué la' formation au commencement de l’article précédent, égal en 
surface à J mi h : sin. /; et si cet élément se menu dans une direction 
qui fasse un angle A a\ ec son plan , la pression qu’il éprouvera , per- 
pendiculairement à ce même plan , aura pour valeur 

/ «Si Pon nomme i l'angle formé par la direction 
dans laquelle on considère la pression et par le 


il ti ti k 
sin. / 


(h‘± 




■y- 


Cci|k pression , évaluée dam une direction quclconqne 
qoi 'fait un an^le 9, avec le. plan horizontal passant par la 
bise de l’élénitnt et dont la projection sur ce plan horizon- 
tal, fait un angle », avec la ligne droite perpendiculaire à la 

• c .. j;. •• .. r... l’nn» tirt. • oui fait voir comment la seconde équation 

m>-me base; cette pression, dis-je, se calcule par I une oes , i i 

furmulet 1 


plan de l’élément difTéreniio-dilTcreniicI , on 
aura, f étant l’angle formé par cet élément « 
par l’hori/'on , 

sin. s = sin. y cos. ., cos. 6, -1- cos.f sin. 5,; 
on a de plus ' » 

</<»= — — — , H h = «fgtang.// 


\dadh (toi. », cos. 9, -H sin. #, cot. f) (h' ± 




d!\dh ( cos 6, 


sin. j, cot. / 






dàdg f cos. », cos. 9, ling./-H sin. 9,^ ^A* ±' 


•'fait' 


I ci à côté se déduit de U première , et cotnnictt 
les troisième et quatrième se déduisent dr U 
seconde. 

Les pressions ci à coté se mesnnnt pari» 
poids de prismes de fluide dont les bases so&t 
dadh, dkdk, dadg, et dont les havtci:'i 
sont les quantités qui multiplient ces rectang'(*> 
f les signes H- et — ont lieu respectivement, 
suivant que la surface pressée s'avance sur kt 
molécules fluides qui sont en contact avec clk| 
\ou tend à t'éloigner de ces molécules. 
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£/ = la vitesse du fluide 
etu^U esc la vitesse rela- 
tive de l'ctémcni o et du 
fluide. 

A =: U hauteur de la sur 
face supérieure du fluide au 
dessus de rélément de sur- 
face U. 

^ = U force accélératrice 
de la pesanteur. 

^ii = la base horizontaje 
de rélément 6 > qui est sup- 
posé avoir la forme d'un pa- 
rillélogramme rectangle. 

/ =: Tanglc formé par le 
:urailélogramme ài et par le 
plan horizontal. 

J h la projectibn du côté 

incliné du parallélogramme 
sur un plan vertical passant 
par le côté horizontal da. 

dg = la projection du 
même côté incliné sur un 
plan horizontal. 

V =: la vitesse de l’élé- 
ment de surface at dans la 
direction de son mouvement. 

A =r rahglc que la direc- 
tion du mouvement du pa- 
rallélogramme U fait avec le 
i-Ian de ce parallélogramme, 


DEFtMl IONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES: 


196. ^ 

La direction du mou- 
venient du corps faisant 
un angle quelconque avec 
le plan d'un élément de 
sa surface , trouver , 

1. ® La pression nor- 
male de rélément de sur 
face ; 

2. * La pression dans 
une direction qui fait un 
angle quelconque avec le 
pjan de l'élément de sur- 
face ; 
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457. Si l’on fait passer un plan vertical par la direction dans la- 
quelle on vient de considérer la pression , qui fait un angle e avec 
l’élément de la surfate pressée , on aura pour les pressions horizontale et 
verticale dans ce plan ( en faisant respectivement 9 , ^ o et 6,' = 7 -r 
^ dans les troisième et quatrième équations de l’art, précédent), les valeurs 
suivantes.* • 


Pressions dans un plan 
vertical qui fait un angle 
quelconque avec la base 
horuontale*de rélcmeiu 
de surface « . . 


horizontale, , ,dht^k {h^dz * ■ )* 

^ , i y sin. A 

verticale — ) . 


Les aires dhdh et dadf^ sont respec- 
tivement celles des pfojq^tions de l’clé- 
ment de surface sur un pian vertical 
perpendiculaire au plan vertical dans 
lequel on considère la pression, et sur 
un plan horizontal. 


458. E NFi N , la* pression qui a lieu dans la direction même du 
mouvement, se calcule en faisant dans l’une des trois dernières équations 
de l’article 45 ^ , e = A ou sin./ cos. cos. 9 ^ -+- cos./ sin. 9 ^ = sin. A; 

ce qui donne pour la pression dont il s’agit , 


Pression dans la di- 
rection du mouvement 
de rélcment de surface. 


dadk sin. A 
sin./ 


(h‘± 


V sin. a 



Obstrvez ijti’on 1 ,in. A = . . . 
sin./' cos. a tos. 9 cos. / sin. P. 


45^. Lorsque le mouvement est horizontal ou vertical, on trouve la 

• pression dans la direction de ce mouvement , en faisant respectivement 

• 9 = O , et 9 = J TT dans les équations de l’art. 457. 

Les aires ./A et sont respec- 
tivement celles des projections de l’c- 
lémcnt de surface sur un plan verticil 
perpendiculaire au plan vertical dans 
lequel se trouve la direction da mouve- 
ment, et sur un plan hoiizontaj. 


• 1 


Pressions 

dini U di- 

I horizontal. . 

\ 

I 

f sin./ cos. N 

< 

rection dir 

mouvement , ' 



lorsque ce 
est 

mouvement | 

1 vertical . , . . 

a ,dadg ( h^dz 

V roi. / 

)' 


460. Si l’on cherche par l’une quelconque des formules précédentes, 
à quelle distance de la. surface supérieure des fluides la pression est 
nulle, on trouvera 
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NOTATION. 

dêfinItions. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES, 

direction qui fait un angle 6 
avec le plan horizontal , et 
dont la projection sur le plan 
horizontal passant par da , 
lait un angle » avec la ligne 
droite perpendiculaire à da 
dans le même plan. 

• 


3-*Le.*pressioni, ho- 

f l’angle formé par le 


• 

rizontile et verticale , 

•plan du parallciogrammew, et 



dans un plan vertical fai- 

par 1a direction dans laquelle 
on considère la pression ; di- 
rection qui fait un angle 9 , 



sant un angle donné avec 
la base de rélément de 
surface; 

avec le plan horizontal ,et 
dont la projection sur le plan 
horizontal passant par , fait 
un angle », avec la ligne 
droite perpendiculaire^ à da 
dans le même plan. 

dk — la projection de d» 
sur un plan vertical perpen- 
diculaire au plan vertical qui 
confient la ligne de direction 
dans laquelle on considère 
la pression. 


• 

La pression dans 
la direction de l'riémeni; 
de surface ; 

5.* Les composantes, 
horizontale et verticale , 
de la pression dans un 


• 

« 

plan vertical passant par 
la direction du mouvcr 
ment. 




297. 

Trouver les élévations 
et les abaissemens du 
duide , autour du corps , 
produits par la dénivella- 
tion. 
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formule qui , employée convenablement , fait connaître de combien le 
fluide s’élève à l’avant et s’abaisse à l’arrière du corps , en décrivant 
sur sa surface la courbe inclinée à l’horizon, dont j’ai parlé art. 454. 
qui constitue la tlcnhcllaüon, . ' 


46 1 . En appliquant les règles du calcul intégral aux valeurs des 
pressions élémentaires données précédemment , on obtiendra les pressions 
qui s’exercent sur une étendue finie .de Ja surface d’un corps. Je me 
bornerai à un exemple simple. 

Soit un plan vertical dont la partie immergée a la forme d’un parallé- 
logramme rectangle à base horizontale ; ce parallélogramme est supposé 
se mouvoir Je manière que sa base , qui est toujours dans le même 
plan horizontal , fait un angle constant A avec la direction du mouve- 
ment. Si l’on évalue la pression depuis h — ilz ' * jusqu’à h ■=. H 

(on suppose que le parallélogramme s’élève au-dessus de Itf surface du 

V* sîn **A 

fluide à une hauteur plus grande que — ) , c’es't-à-dire , depuis 

le point supérieur où la pression est nulle jusqu’à la base du parallélo- 
gramme , et qu’on détermine la constante en conséquence , on aura 
pour la valeur de cette pression totale dans une direction horizontale 
quelconque , 


le. terme :±: K 


A F jJ. V lin. A 
V* lin.* A 


lin.* A 




— T- est introduit par la détermination de la cons- 

tante relative à la dénivellation , et les signes -4- et — s’appliquent 
respectivement aux faces antérieure et postérieure du plan. 

Si on retranche la pression à la face postérieure, de celle à la face 
antérieure , on aura pour la résultante de/ deux pressions , 


i K H' 
3 


(^s) 


ou 




7^ S)' 


fl V* lîn.* A 

+ 


V’ slo.* A 


4^* 


;• 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 




293. 

Trouver la pression 


• 

** 

qui a lieu sur une éten- 
due finie de la surface 
d'un corps qui se meut 
dans un fluide. 

299. 

Appliquer la solution 
du problème précédent, 
à un plan vertical dont) 
(a partie immergée a la 
forme d'un parallélo- 
gramme rectangle à base 
horizontale. 

t 

// = U haateur de U 
surface supérieure horizon- 
tale du fluide au-dessus de 
la base du paralléiogramme, 

K projection de cette 

base sur une ligne horizon- 
tale perpendiculaire à la di- 
rection dans laquelle on con- 
sidère la pression. 



300. 

Trouver, pour le pa-’ 
rallélogramme dont il est 
question dans te pro-, 
blême précédent, la ré- 
sultante de la pression,' 
ou la différence entre les 
pressions aux faces anté- 
rieure et postérieure. 

Hhh 
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462/ Il est inutile de s’étendre davantage sur une théorie dont on 
"ne doit user , dans la pratique , qu’avec la plus grande circonspection. 
Je passe aux considérations qui donnent une formule très -connue pour 
révuluation du choc des Huides , qui est la base de la théorie ordinaire. 

Qu’un corps Q dont l’aire de la face antérieure , supposée plane , est 
égale à fi , se meuve dans un fluide en repos avec une vitesse v , en 
suivant une direction qui fasse un angle A avec le plan fi ; la vitesse 
de ce corps dans le sens perpendiculaire à fi , sera v sin. A : il dé- 
placera, pendant l’instant Jt , un prisme fluide qui aura pour hauteur 
V e/t . sin. A, pour base f 2 , et dont la masse sera ilvJt sin. A ( la den- 
sité I ). Supposons que ce prisme fluide peut être assimilé à un 
corps parfaitement dur , de même masse, rencontré et choqué par le 
corps Q, supposé aussi parfaitement dur ; la masse Llvdt sin. A acquerra 
la vitesse v sin. A, et la quantité de mouvement ilv'Jt sin.* A, qu’elle 
fera par conséquent perdre au corps Q. Supposons encore que le prisme 
fluide choqué s’anéantisse après le choc , et qu’un autre prisme fluide lui 
succède pour produire le même effet, l’expression fit'* <// sin.* A , dans 
laquelle v est supppsé variable , sera la valeur de la diminution 
instantanée de la qaantité de mouvement du corps Q , produite par 
la pression du fluide ; et la force retardatrice sera 

n v’ »in.* A 3.gaSï sin.* a 

• ^ 


463. On employait un raisonnement semblable, si le fluide en 
mouvement agissait sur le corps ; dans ce cas , la force accélératrice 
serait 

y — u)‘ lin.* A 2 g A n lin.* a 


464* L’angle a se nomme angle A'inciJence , et le choc se nomme 
perpendiculaire ou oblique , suivant que A est ou n’est pas un angle droit. 

465. La force motrice ou la résistance est donc égale à 2gaÇl sin.* A 
et 2^/4 fi sin.* A, qui, dans le cas du choc perpendiculaire, deviennent 
2gail et 2 g Ail, c’est-à-dire, égales au double du poids d’un prisme 


3 .* PARTIE, 


NOTATION. 


(> = U masse du corps 
qui le meut dans le fluide. 

n est Taire supposée ptane 
qui forme 1a face antérieure 
du corps. 

V = la vitesse du corps* 

A angle de la direction’ 
du mouvement et du plan n. 
Densité du fluide = i. 


g’ = la force accélératrice 
de la pesanteur. 

= la hauteur due à la 
vitesse V* 

V* = la vitesse constante 
du fluide. 

li = ta vitesse variable du 
corps. 

vd la hauteur due a la 
vitesse relative K — u. 


2 .* SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 4.27 


DÉFINITIONS. 

THÉORiMES. 

PROBLÈMES. 



301. 

Trouver Texpression 
de la force retardatrice 
qui fait varier la vitesse 



d'un corps mu dans un 
fluide, en supposant que 
chaque lame de fluide, dé* 
placée, s’anéantit, après- 



avoir fait perdreau corps 


une partie inflniment pe> 
tite de sa quantité de 
mouvement. 


191. 

Dans Th/pothèse du 
problème 301 , la force 
retardatrice est en raison 

• 


composée de la surface 
choquée, et du carré de la 
vitesse relative du corps 

• 


et du fluide. 


tk 

70. 

De PangTe d'in- 



àdtncf et du choc 



perpendiculaire 



et oblique des 

192* 


fluides. 

D»ni la meme hypo- 



thèse du problème 301 

. 


la force motrice où la 

Hhh 2 
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du fluide qui aurait la surface choquée pour base , et pour hauteur celle 

due à la vitesse relative du corps et du fluide. 


. 466. D’après ce résultat sur les chocs perpendicufaires , les résis- 
tances seraient en raison composée de la surface choquée et du carré 
de la vitesse relative ; ce qui 49 est trouvé passablement d’accord avec 
un grand nombre d’expériences faites avec soin , sur-tout lorsque les 
vitesses ne sont pas considérables. 

467. Quant à la valeur absolue de la force motrice qui mesure 
le choc perpendiculaire, donnée art. 4^5 , l’expérience a fait voir que 
cette valeur, à-peu-près exacte dans des canaux étroits, tels que les 
coursiers qui conduisent l’eau sur une roue , devait être réduite à moitié 
dans un fluide indéfini. 

468. Les formules de l’art. 463 s’écartent considérablement de 
l’expérience , lorsqu’il s’agit des chocs obliques. Je vais donner pour ce 
cas une formule établie sur les expériences de Bossut ( Hydrodynamique , 
tome II , page q.00, édition de l’an i v ), et qui en représente les résultats 
assez exactement , lorsque les angles d’incidence ne sont pas plus petits 
que le ^ de la circonférence. Supposons que le corps flottant ait pour 
section constante parallèle à la surface de l’eau , un parallélogramme 
rectangle terminé par un triangle isocèle servant de proue , dont le 
côté du rectangle forme la base , et que la direction du mouvement est 
perpendiculaire à cette base. 

Si , dans le cas où le fluide est en repos et où le corps se meut , 
on représente par 1 00 la résistance de cette même base , évaluée par le 
théorème 1^2, on aura, pour calculer la résistance de la proue trian- 
gulaire dans les cas où un des côtés égaux du triangle isocèle ne fera 
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NOTATION. 


» = l'angle formé par an 
des côtés égaux du triangle 
isocèle de la proue et par la 
base de ce triangle. 

^ =^pde la circonférence j 
^ 0. 1 0.^72 , lorsque 3 t est 
évaluée en parties de la cir- 
conférence qui a l'unité pour 
rayon. 


DEFINITIONS. 


THÉOR ÈM ES. 


résistance, pour les chocs 
perpendiculaires, est égalej 
au double du poids d'un 
prisme du fluide qui au- 
rait la surface choquée 
pour base , et pour hau- 
teur celle due à la vitesse 
relative du corps et duj 
fluide. 

193. 

La proposition énon-| 
cée au théorème 1 9 i est , 
pour les chocs perpendi- 
culaires , a peu de chose 
près , d’accord avec les 
résultats de l'expérience , 
sur-tout lorsque la vitesse 
est peu considérable. 

194. 

La valeur absolue du 
choc ou de la résistance 
donnée, théorème 192 , 
doit, pour les chocs per- 
pendiculaires , être ré- 
duite à moitié dans l 
cas des fluides indéfinis, 
et donne un résultat à- 
peu-prés exact lorsqu'il 
s'agit des fluides qui cou-j 
lent dans des canaux é 


PROBLÈMES. 


302. 

Trouver une formule, 
établie d’après l’expé- 
rience, qui donne 
sisiance qu’oppose un 
fluide en repos, à on corps 
flottant prismatique qui a^ 
pour section horizontale 
constante , un parallé- 
logramme rectangle ter- 
miné par un triangle iso- 
cèle, servant de proue, 
dont le côté du parallé- 
logramme forme la base; 
en supposant que la di- 
rection du mouvement 
est pi-rpendiculaire à cette 
base, et que lesdeuxcôtés 
égaux du triangle isocèle 
ne font pas entre eux un 
angle plus petit que le 
de la circonférence. I 
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pa« avec ia base un angle plus grand que de la circonférence , 


1 00 cos. X ■ 




Cette formule s’écarte de plus en plus des résultats observés à mesure 
que l’ai«gle x augmente ; et le meilleur parti à prendre pour évaluer la 
résistance des prouts très -aiguës, est de se servir immédiatement des 
nombres donnés par l’expérience. 


46^. Je passe maintenant aux fluides élastiques , et je vais d’abord 
donner quelques formules pour la détermination de leur mouvement , . 
lorsqu’ils s’écoulent par de petits orifices. Il s’agit ici principalement 
des fluides qui conservent l’état aériforme sous toutes les températures 
(ou du moins à des températures très -inférieures à celle d& la glace). 
Les liquides vaporisés à qui le moindre refroidissement fait perdre l’état 
aériforme, exigent des considérations particulières. les art. 24p. 

250, 2^6 , 257, et mon Mémoire sur la dilatabilité des fluides élas- 
tiques , cité art. 24p. 

Soient deux vases dont les capacités respectives sont A et B, commu- 
niquant entre eux par un petit orifice a>, et n’ayant d’ailleurs aucune autre 
bsue.. Supposons qu’un même fluide élastique, renfermé dans ces deux 
vases , soit , dans l’un et dans l’autre , à des densités différentes : si l’orifice 
U est bouché , le fluide sera en équilibre dans chaque vase ; mais au 
moment où cet orifice s’ouvrira , il y aura mouvement et le fluide passera 
du vase où la densité est plus grande, dans celui où la densité est moindre. 

Les choses données par l’état de la question , sont , 

1 . “ La masse totale du fluide renfermé dans les deux vases, et l’élasti- 
cité ou force expansive de ce fluide correspondante à une densité connue; 

2. ° Les densités et les élasticités ou forces expansives initiales , dans 
chaque vase. 

Le tout sous une température constante. 

Les choses cherchées sont , 

1 . “ La vitesse initiale , 

2. ° Une équation entre les densités variables , 

3. ° Les rapports entre la vitesse à l’orifice et ces densités. 


♦ 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

P R ÛB L ÈM ES. 


• 

• 

f 

1 

i 

i 

303. 

Un fluiJe élistiijue en^ 
fermé dtns deux vases A 
et B , qui commnniqueni 
entre eux par un petit ori*| 
lice , et n*ont d'ailleurs 
aucune autre issue » est 
à la même température 
dans chaque vase, mats 
n*y a pas Ja meme den- 
sité. Le petit orifice étant 
ouvert à Tinstant où Ton 
compte zéro de tenipt , et ' 
les densités dans chaque! 
vase étant connues 4 cet| 
insiaoty on demande, en! 
supposant toujours la 



■ 

température constante. 

s 
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4.® I.es rapports entre le temps et ces densités , 

5 Les rapports entre le temps et la vitesse à l’orifice. 


470. La vitesse initiale a pour valeur , en supposant que le vase A 
se vide dans le vase B , 

et dans le cas contraire , 


V = 


P - Q 
D P 




471. L’un quelconque des deux vases A B étant supposé plein 
de fluide élastique , et l’autre entièrement vide , les deux valeurs de V, 
données dans l’article précédent, deviennent 

• 

Les densités Qui R , dans les vases , n’entrent plus dans cette équation ; 
ainsi la vitesse initiale d’un fluide élastique qui , sortant d'un vase où il 
n’a d’issue que par un petit orifice , s’échappe dans un espace vide , est 
( pour un meme fluWe et une même température ) indépendante de la 
densité dans le vase , et se trouve donnée par le rapport entre une den- 
sité quelconque de ce fluide et la force expansive correspondante. Cette, 
propriété se déduit naturellement de ce que la densité augmentant dans 
le même rapport que l’élasticité , la masse de la tranche qui s’échappe 
est proportionnelle à la force motrice; ce qui rend la force accélératrice 
ou la vitesse constante. 


472. L’espace vide dans lequel le fluide s’échappe étant supposé 
infini , la vitesse initiale demeurera constante pendant toute la durée du 
mouvement. 

473. Le vase A étant rempli d’air atmosphérique, d’une densité 

égale à celle qu’a ce fluide au niveau de la mer, et le vase B étant 
supposé vide , on aura , en prenant la densité de l’eau pour terme de 
comparaison , D = : on a de plus F = 10,39 mètres et ^ = 9,8 i 

mètres ; ce qui donne F =zV ( z ^ 9,8 1 x lo.jpx 850^ = 41 (S, 33 
mètres par seconde , vitesse initiale de l’écoùlcmeiu. 
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NOTATION. 


• j 4 et B, qui désignent les 
vases, sont aussi les valeurs 
de leurs capaettes respectives. 

F est une valeur donnée 
de l’élasticité ou force ex- 
pansive du Huide élastique 
contenu dans les vases , cor- 
respondante k une densité, 
pareillement connue » />. 

Q et R sont les valeurs 
initiales respeaives des den- 
sités dans les vases j 4 et B. 

K = la vitesse initiale ou 
correspondante aux densités 
B. 

g =z\i force acccToratrice 
de la pesanteur terrestre* 


DEFINITIONS. 


THEOR EMICS. 


I9Î* 

Dans le cas du pro 
hiéme 303 , si l’un des 
vases est vide » au com- 
mencement du mouve 
ment la vitesse initiale 
( pour un même fluide 
élastique et une même 
température ) sera indé- 
pendante de la densité , et 
parconséquent du ressort, 
dans le vase plein , et se 
trouvera donnée par le 
rapport entre une densité 
quelconque de ce fluide 
et le ressort ou force ex- 
pansive correspondante; 
d’où il suit que si le vase 
ide a une capacité infi- 
nie, la vitesse initiale de- 
meurera constante pen- 
dant toute la durée du 
mouvement. 

Dans l'hypotfièse du 
théorème précédent , si 
le vase plein contient de 
l'air atmosphérique dont 
la densité initiale soit 
celle qui a lieu au niveau 
de la mer, la vitesse ini- 
tiale sera de 416,33 
métrés par seconde. 


PROBLEMES. 


1 La vitesse initiale > 
soit qu'il y ait du fluide 
dans les deux vases , soit 
qu'il n'y en que dans 
Tun , et que l’autre (dont 
la capacité peut être flnieî^ 
ou iiffinie ) soit vide , en 
appliquant ce dernier cas 
â l'air atmosphérique; 


I!i 
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. 474' La relation entre les densités du fluide dans l’un et l’autre 
vase est donnée par l’équation ^ 


AQ. B R ■:=. A tj Br ; d’où( 




BR 


A 

^(Q - 9) 


B 


ljui est donnée par la condition tjue la somme des masses fluides conte- 
nues dans les deux vases est constante. 

47 Le rapport entre la vitesse à l’orifice et les densités dans 
chaque vase , se déduit de l’équation 


« = vV(- 


Q (1 - r) 


'rr)> 


<!(Q - R) 

qui, combinée avec les valeurs de ^ et r (article précédent) donne les 
deux valeurs 

. -1 vx/ç Ql'tlQ - 'I BfR - r;i . 

« — r r ( ^ B (R - rj] /' 


= K/f' 


Q[B(q - R) - ACQ - 1)] 


)> 


(Q - R) Bq 

au moyen desquelles la vitesse u est donnée par une seule des densités tj 


et r. 


476. L E vase A étant supposé plein d’air atmosphérique , et se 
vidant dans l’atmosphère dont D et /'expriment la densité et le ressort 
au niveau de la mer , on a = D = ( la densité de l’eau est prise 


Q 

pour unité ) , F =. 1 0,3^; B = aD, et, art. 470, F = 
ce qui change la troisième équation de l’article précédent, en 

U — V(xgF. = 4KÎ.33 


qD 


850. J 


-/ 


Le mètre est l’unité linéaire. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


g et r sont 1rs valeurs 
respectives des densités dans 
les vases A et B ^ui ont lieu 
au même instant. 


Lt relation entrci 
les densités du fluide qui 
ont lieu en meme temps' 
dans Tiio et Tautre vase; 


1/ = la vitesse à l’orifice 
qui a lieu en même temps 
que les densités correspond 
dames q et r« 


3 .* Le rapport entre la' 
vitesse k l'orifice et les 
densités correspondantes 
dans chaque vase , en ap- 
pliq lant le résultat de 
cette recherche au cas où 
le vase dans lequel Té' 
coulement se fait , a une 
capacité ou infinie ou 
finie ^ 


197. 

Lorsqu'un vase plein 
d’air atmosphérique con* 
densé se vide dans l'at- 
mosphère par un petit ori- 
fice, U vitesse de l'rcou- 
lemeni, à un instant don. 
né du mouvement , est à 
la vitesse qui aurait lieu 
si ('écoulement se faisait 
dans le vide , comme 

_i t 

f 850. y — t) ■ . 

q étant la densité de l'ai r 
dans le vase à riasiant 
dont il s'agit , et la den- 
sité de l'eau étant prise 
pour unité. 
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477. Si l’on suppose au contraire que c’est l'atmosphère qui afflue 
dans le vase B , plein d’air atmosphérique raréfié , on a Q = Z) = -jÿ,, 

D — 7 ? * 

F ■=. 10, J P et *4 = CX5 ; ce qui donne V ■=. V ( — ) et 

41^.33 ^ V (\ — 8jo.r;. 


478. Le vase B étant supposé avoir une capacité infinie et vide, 
les deux équations de l’art. 475 donnent «= V ; ce qui est le résultat 
donné art. 47 1 . 

475. La relation entre les densités dans l’un et l’autre vase, et le 
temps , se déduit de l'une ou l’autre des équations 


dt 


dt = 


AB 


uV ( ig H) 

— (m) 

(xgHk) 


[f ( Q — B) — 

(Qf-k,) 

d<] 


Un - 




n) 


L’intégrale de la seconde , complétée par la condition qu’on a en même 
temps / = O et ^ = Q, est 


A-^ (m) 
(xgtih) 


. log. 


gf -TT 




-^^Un'-^n) 


et donne le temps en valeur de </. Lorsque r sera donné seul , on en 
déduira q, au moyen de 1 équation ÿ := — —• 474- 


480. Le vase A étant plein d’air atmosphérique condensé, et l’é- 
coulement se faisant dans l’atmosphère , on aura 

B = oo, rz=^R=:D~^, fz=BD, k = BQ_, 
m = B (Q — D) et la valeur de t deviendra 

- D) , Q - \D V (Q' - DQ) j 

— ^^(igHQ) -‘ë-j y - l)q) j’ 

481. En supposant toujours le vase A plein d’air atmosphérique 
à la densité Q_; si l’écoulement se fait dans un espace infini et vide , 


3-' PARTIE, 2.* SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 4.37 


NOTATION. 


f = AQ-i- BR 
k = CA-t- B) Q 
m= {Q — R) B 
K= 

d'où 

I 

H=. 

• 

r = le temps au bout du* 
quel la vitesse u et les den- 
sités f et r ont lieu. 


DEFINITIONS. 


T HëOR EMES. 


198. 

Si c’est, au contraire 
l'air atmosphérique qui 
afflue dans un vase rempli 
d'air raréfié , il y entre , à 
uninstantdonné,avecune 
vitesse qui est à celle avec 
laquelle il entrerait dans 
un espace vide , comme 
( I — 8jo , r ) •. i 
r étant la densité dans 
le vase à l’instant dont 
il s’agit, 

En général , quel que 
soit le fluide élastique, 
le rapport énoncé au 
théorème précédent sera 

{Q — D) ‘ ,tt celui 
énoncé dans le présen 

± J 

thcorèmc {D ^rj * ; D 
( Vojrei art. 470, U 
signification de D J, 


PROBLEMES. 


4.* La relation entre 
les densités dans l'un 
et l'autre vase , et le 
temps P en appliquant le 
résultat) i.** au cas où 
i*un des vases étant plein 
d'air atmosphérique) Té* 
coulement se fait soit 
dans l'atmosphère , soit 
dans un espace vide in- 
fini i 2.« au cas où l'at- 
mosphère afflue dans un 
vase plein d'air raréfié ,|j 
cas qui comprend celui 
où le vase sera/t vide au 
commencement du mou- 
vement; 
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on a 5 = oo et r =: /? = O : ce qui change l’cquaiion de l’art. 47^ en 

A , Q 

• ^ ~ü7~(TgTrj~ q ' 

482. Enfin , si l’on suppose que l’atmosphère afflue dans le vase B 
rempli d’air atmosphérique raréfié , on aura 

iB^(D-R) r ni- / i-i 

‘ = -7ôVJirHl-^(^ — - (D - r;s]. 


483. La constante arbitraire a éjé déterminée par la condition que 
lorsque t o , r z= R : si le vase est vide au.,commencetpent du 
mouvement , on aura R = o , et la valeur de 1 sera 

(O) 






(D - r;T]. 


484. Pour avoir la relation entre la vitesse u et le temps t , on 
peut, dans la troisième équaiiop de l’article 47 j qui donne la valeur 
de U en q, substituer la valeur de ^ en r, déduite de l’équation de 
l’article 475) , valeur qui ne peut être obtenue que sous une forme 
transcendante. 


485. L’emploi des fluides élastiques, comme moteurs, est très- 
fréquent dans la mécanique pratique. Je vais en conséquence placer ici 
quelquA formules sur le mouvement d’un corps soumis à l’action d’un 
fluide élastique, qui pourront avoir des applications utiles. Ces formules 
peuvent se déduiré , comme conséquences , de la solution du problème 
suivant. 

Un fluide élastique est enfermé dans un vase cylindrique , dont on 
supposera d'abord l’axe vertical, et dans lequel est un piston qui peut 
monte# et descendre ; un fluide élastique renfermé dans ce vase n’en 
peut sortir par aucune issue, et son élasticité *ou force expansive n’est 
pas la même au-dessus et au-dessous du piston.. * 

‘ Au commencement du mouvement , lorsqu’on compte zéro temps , la 
vitesse est naissante, et la force expansive au-dessous du piston est sup- 
posée assez prépondérante pour surmonter le ressort du fluide supérieur , 
le poids du piston et la résistance de l’équipage que ce piston doit faire 
mouvoir ; résistance qu’on peut assimiler au poids M d’une masse qui 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 



\ 

5.** Enfin , U relation 
entre la vitesse et le 


• 


temps. 




304. 

Un fluide élastique est 
enfermé dans un vase 
lindrique dont Taxe est 
vertical , et dans lequel 
est un piston qoi peut' 
monter et descendre; ce 
fluide ne peut tordr du 
vase par aucune issue, i 
et son élasticité ou force 
expansive n'est pas la 
meme au-dessus et au-[ 


4 


I 
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s’ajouterait à celle du piston. Cependant , pour plus de gi^ncralîtd , nous 
supposerons que Al peut ou s’opposer à l’ellort du fluide , ou conspirer 
a\'ec lui; et pour cela nous écrirons, dans l’expression de la force mo- 
trice, zt Ai au lieu de M. Nous supposerons de plui que le piston 
exerce, contre la paroi intérieure du vase, un frottement constant. 

Il s’agit de déterminer les circonstances du mouvement, ou d’avoir, 

1 .“ La relation entre la vitesse du piston et l’espace parcouru ; 
a.“ La relation entre le temps et l’espace parcouru; 

3.“ La relation entre le temps et la vitesse. 

Et une de ces trois choses est toujours donnée, lorsque les deux autres 
sont connues. 


i^86. Lorsqu’à partir de la position initiale ( celle où on a / = o 
et « z= O ) le corps se sera élevé à la hauteur .v , la force motrice aura 
pour valeur 


— — n — 


n. 


et l’équation diffcrentielle du mouvement sera 
— U du ■=. ( n 

6 ' « -t- X 


J, — * 


Pi 


n, pj dx , 


qui , intégrée et complétée par la condition qu’on a en même temps t =: o 
et X =: O , donne 


u=z ± log. n,\og.(^) ^p,x] |. 

.^87. Si le vase cylindrique renferme de l’air atmosphérique, la pres- 
sion /"’.et la densité D pourront être celles qui ont lieu au niveau de la 
mer; ce qui (en prenant la densité de l’eau pour unité] donne F =. 10,35) 
n= 8 5 O X I o, 35>.Q. Supposant de plus que £/, =00 , ce qui 
répond âu cas où le cylindre serait ouvert par le haut et le piston chargé 

du poids de l’atmosphère, on aura \og. (*)» 


( * ) On peut démontrer ce résulut par la série connue , 

«. log- (— ) '°g- ( ' J = — 't. f 1- ■ — r~ — r -f &C-J 

"z *■'. 5 », 

= — ( X 1- 5cc.^ ; «pression qui devient = — a-, lorsque », — 00 . 


•> 
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nÊFINlTIONS. 

T HÊOR Ê MES. 

PROBLÈMES.. 1 



i 

• t »• 

U » 

1 

•: .1 . J 

dessous du piston : Ici 
mouvement de ce piston 

, 1 . ■ 

correspond à celui d’un 
poids Al i l’un et rature 

F est une force expansivu i 
donnée , correspondant^ à 


1 * ' 

•i i ' i 

ont la m|ème vitesse , et 
At pi'ut être additif au 
poids du piston ou sous-j 

une densité D pareillement 
donnée, dü fluide -élastique 


r . 

iractif de ce poids; de 
plus , le piston exerce 

renfermé dans le vase. 



contre la paroi iniérieure 

Q R sont respective- 

* 

'i 

du vase un frottement* 

ment les densités au>dessou.« 
et au-dessus du piston, rap- 
portées à la même tempéra- : 
turc que F ti D, ^ 

. ■ ■ 

1 

• ? . ' ! . . * ' . 

constant. i 

Il s’agit de déterminer 
les circonstances du mou- 
Vi^ment »ei de t/ouver, | 

/* = le 'poids du piston j 


*. • . 1 

f.<* L*expre$sion de Ia> 

± /V7 = le poids de la masse 
qui, ou est élevée par le 


; •! 

force motrice; 

piston , ou aide à son élé- 




vatton , en se mouvant tou- 
jours avec la même vitesse 
que lui. * ^ 

f . ' » ‘ 

1 « 

f ’’ . • 

' c 

1 • » • 

• t - 

un poids constant équi- 
valant au frottement dn pis- 

• , . -r 

.1 . 

2 .* La relation entre ^ 

ton contre la paroi intérieure 
du cylindre» 

a et a, sont respective- 
ment les disunces des bases 
inférieure et supérieure du 

f 

■ 1 ;.v.‘ • ' 

la vitesse et l'espace p<r-^ 
couru au bouc d’un, 
temps quelconque. ; 

, 305 - 

Appliquer la solution 

piston , aux bases inférieure 
et supérieure du cylindre ; 
distances comptées de la po- 
sition initiale , celle où on 
compte zéro temps et zéro 


• 

• • • ■ • ( ' 

précédente , 

1 .« Au cas où le piston 
est poussé par l'air atmos-i 
phérique condensé, et où 
le cylindre est ouvert à 

vitesse. 

X = Tcspace parcouru par 

1 


sa partie supérieure, le 
piston étant , ou non J 

ie piston au bout du temps r. 

U = U vitesse du piston 
au bout du temps f« 

^ = la force accélératrice 
de la pesanteur terrestre. 

• 

- ■ 


employé à surmonter une 
résiiunce M; 

Kkk 
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R D, n, = et la valeur de u deviendra 

u=z±Vl [ û n log Y ' ** 7" ~ ^ i‘ 

488. En conservant l’hypothèse du cylindre, ouvert par le haut, 
si le fluide élastique n’a que le piston à faire mouvoir, c’est-à-dire, 
si A/ =: o , on aura pour la valeur de u , 

«=±/i^;-[^niog. 

48^. Le haut du cylindre étant supposé vide, on a /? = o ; d’où 
n, = o, et l’équation de l’article 447 devient 

" = ± v'I-^-L^n logY— -*-p,x]\. 

490. Nous avons supposé dans les articles précédons, que le 
cylindre était vertical ; mais les formules données dans ces articles , 
s'appliquent aisément au cas où ce cylindre serait horizontal : il suffît 
d'omettre Ai et P dans l’expression de la force motrice , et de faire 
— f, la vîtess» sera 

u = d^V\^[ an log. J a, n, log. —fx]\; 

et si , en conservant toujours la même hypothèse , le cylindre est ouvert 
du côté de a^. ou si l’on a d, = cxa , ce cas donne R = D, FI, = 

et log. ( — ~) = — ^ > ‘ï’où 

« = dz i/t^^-[dniog.r-^f^; _ ^F-f-/;x]î. , 

Ces formules et celles des articles précédens peuvent s’appliquer à la 
théorie des bouches à feu. • 

491. Pour trouver la relation entre l’espace parcouru et le temps, 
mettez dans la formule du cas général , art. 48 ô , au lieu de u sa valeur 

d X 

— — : et vous aurez 

« t 

d_X_ 

'f t [ a n lug. (JjLJ-) n, log. ( ~ ‘ I 

P a 
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• 4^2- Quant à la relation entre le temps et la vitesse, elle est 
donnée lorsqu’on a deux équations , l’une entre u et x , l’autre entre t 
et X ! ainsi, l’équation précédente étant supposée intégrée, on aura la rela- 
tion entre « et / en éliminant x entre cette équation et celle de l’art. 48 6 , 

4.0 7. La force motrice O — — II, -4- p, étant 

J a-t-x a, — X ‘ ‘ ' 

égalée à zéro , on aura 

x* — f- A X — B = O , 

d’où 

X = — dt: V(\A' B). 

Les deux valeurs de x donnent les positions où le piston ne se meut 
qu’en vertu de sa vitesse acquise. Si l’on fait abstraction de la masse M 
et du frottement /, ce seront les positions où le cylindre étant supposé 
horizontal , le piston sera également pressé par chacune des deux masses 
fluides de difTérentes densités , qui agissent sur lui dans des directions 
opposées ; et si le cylindre est vertical , l’équilibre aura lieu entre 
l'effort de la mass^ fluide qui s’opjwse au mouvement , et celui de la 
masse fluide qui favorise le mouvement , plus ou moins le poids' du 
piston , selon qu'il descendra ou montera. 

4p+. Dans cette même hypothèse où le piston est la seule masse à 
mouvoir et où l’on fait abstraction du frottement , le piston , à partir 
du point donné par l'équation précédente, doit s’avancer jusqu’à ce que 
sa vitesse acquise à ce point soit éteinte, c’est-à-dire, jusqu’à un point 
donné par une valeur de x , qu’on peut supposer = b, et qu’on déduirait 
de l’équation 

(A)... log . (^-^) H- «,n/iog . (^^—) — Px = o, 
point où sa vitesse est nulle , et où sa force motrice se trouverait en 
mettant b au lieu de x dans l’expression — ^ — fl — fl P. 

Il doit ensuite rebrousser chemin , et accélérer sa vitesse jusqu’au point dé- 
terminé par la racine positive de l'équaiion x = — zt; ]/{jA' -j- BJ; 
cette vitesse est eiuuite retardée jusqu’à ce qu’elle s’évanouisse à un point 
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THÉOR Ê MES. 

PROBLÈMES. 




2.» Celle entre le tempe 
et II vitesse. 

^ fl 

P, 

r, 

• 

« 

307. 

En conservant l'hypo- 
thèse du problème 30^ , 
déterminer , 

1 .* Les points où Ia 
force motrice est nulle; 

► - 

• 

*. 

• 

• 







199. 

St , dans l'hypothèse 
du problème 304.» on 
lait abstraction du froi* 
tement , le mouvement 
du piston sera alternatif; 
c'est - à - dire qn'après 
avoir parcouru un certain 
espace dans un sens , il re- 
commencera une course 

1.* Les points où la 
vitesse est nulle , et où 
le piston recommence sa 
course en sens contraire. 



en sens contraire , et ainsi 
de suite. 




• 



Digitized by Google 


4+6 COURS DE MÉCANIQUE, 

donne par une autre racine B' de l’équation (A). Alors le corps parcourt 
de. nouveau l’espace b' -H b, et ainsi de suite, ayant toujours aux 
mêmes points des vitesses égales en quantités , et différant seulement en 
directions dans deux courses consécutives. 

Des oscillations pareilles auraient aussi lieu dans ie cas où le poids P 
ferait monter et descendre un autre poids et où l’on ferait abstraction du 
frottement. Si 1 e frottement a lieu , comme c’est un obstacle dont l’effet 
est le même, quelle que soit la direction du mouvement, et qu’l diminue 
sans cesse la force motrice sans emmagasiner, si je puis m’exprimer ainsi , 
ce qu’il lui enlève pour le restituer ensuite ; dans ce cas , les oscillations 
doivent être de plus en plus petites , jusqu’à ce qu’elles cessent entièrement. 

4^5. L’équation 

X — iA Vfi A' -+■ B J. 
trouvée art. 493 , et qui donne les deux points où la force motrice est nulle 
( c’est-à-dire où le fluide élastique a acquis des foi'ces expansives égales de 
chaque côté du. piston) , indique par conséquent qu'à ces mêmes points la 
différentielle de la vitesse est zéro ; ce qui d’ailleurs est évident', puisqu’ils 
séparent les espaces où la vitesse va en. croissant , de ceux où elle va 
en diminuant. Chacun de ces points correspond donc à un nutximum 
de vitesse ; désignons-les par <t et /8 , et faisons abstraction du frotte- 
ment. Le point a, répondra au maximum de vitesse lorsque le mouve- 
ment aura lieu de 0 en <t ; et le point 0 répondra au maximum de 

• vitesse, lorsque le mouvement aura lieu de a. en 0 i ce qui arrivera 

après que le corps , parvenu à la limite de sa course de /3 en x , où sa 
vitesse est nulle , aura rebroussé chemin. La valeur de la plus grande 

vitesse se trouve, en substituant celle de x ci-dessus, dans l’équation 

de l’article 486. 

Si le cylindre était ouvert d’un côté , et que le piston fût un projectile 
destiné à être lancé dans l’air , la valeur de .v , donnée précédemment , 
serait la longueur à donner au cylindre à partir du point de départ , pour 
que la vitesse à la sortie de ce cylindre fût la plus grande possible. Sous 
ce point, la théorie que je viens d'exposer peut être de quelque utilité 
pour fixer les dimensions de.<: bouches à feu : je ne conseille cependant 


J.* PARTIE, 


•NOTATION. 


a.* SECTION. HYDRODYNAMIQUE. âfAfj 


DÉFINITIONS. THÉORÈMES. PROBLÈMES. 


2C0. 

En conservant Thypo- 
thèse du problème 304., 
il y a dans chaque course 
un point oîi U vitesse esc 
un maximum, qui estce> 
lui où les efforts que le 
fluide élastique exerce sur 
chaque base du piston , 
isont égaux. 


308. 

Trouver dans l'hypo- 
thèse du problème 304. , 
le point de chaque course 
du piston où la vitesse est 
un maximum , et la va- 1 
leur de cette plus grande 
vitesse. 


# 
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pas tic l’employer sans motliHcations , parce qu’il y a plusieurs circons- 
1 a uccs* physiques. à combiner avec les principes sur lesquels cette théorie 
est fondée , qui ne sont pas de nature à être placées ici. 

4 ^ 6 . Après avgir examiné les circonstances du mouvement d’un 
corps qui éprouve i’actlbn d’un fluide élastique renfermé dans un espace 
limité , où une même masse de ce fluide occupe diflérens volumes , 
Considérons le, cas où un corps pesant se meut dans un fluide élastique 
d’une étendue indéfinie. 

I Ce problème , qui embrasse la théorie des projectiles dans les milieux 
lésistans , a été traité par Newton , et après lui , par plusieurs autres 
géomètres célèbres. Ltigmnge en a donné les équations fondamentales 
dans sa théorie des fonctions dnalytitjucs , où il a en même temps fait 
voir la véritable cause d'une erreur qui s'éiait glissée dans la première 
solution de Newton. 

Soit donc un corps pesant et homogène , animé d’une vitesse initiale , 
dans une direction qui fait un angle donné avec l’horizon ( vitesse 
imprimée de manière que le corps n’a aucun mouvement de rotation 
autour de son centre d’inertie ) , et lancé dans un milieu résistant sui- 
vant une loi quelconque ; ne présupposant d’abord rien sur la forme 
de la courbe décrite , les équations différentielles du mouvement seront 

d' X 


dt^ 

d'y 


r cos. a. 


-r — — g — T cos. /3 


— — r 
** — 


Observer que r est ici une quantité 
^linéaire, puisqu'elle résulte de la divi- 
sion d'une quantité comparable à un 
poids par une masse. 


COS. y 


4^7. La première et la troisième équation donnent 
1 = A X -4- constante. 

Ainsi la projection de la courbe sur le plan horizontal des .vj est une 
ligne droite : le corjts se meut dans un plan vertical et décrit une 
courbe plane : les équations 

d* X d* y 

^dt dt 


= — g — r cos. / 3 . 


* 
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X et ^ sont deux coordon* 
nées horizontales ; y esc U 
coordonnée verticale. 

/6 et% sont les angles 
formes par U direction du 
mouvement et par les axes 
des X et ^ respectivement. 

r = le poids représeniatif 
de la résistance du milieu à 
un instant quelconque divisé 
par la masse du ctiobile. 

U la vitesse au bout du 

temps t, 

^ = la force accélératrice 
de la pesanteur. 


Dt FINITIONS. 


THEOREMES. 


r. , il 


*> ■ 

I 


V; 


.m (J I V.,.- 

• . . .. 


J. 1 i 


201 . 

Un projectile lancé 
ivec une vitesse initialel 
dans un.miticu ré>i>iaml 
suivant une loi quclcop-' 
v-iue, y décrira unç courbe 
plane. • . 

4 ' • »''J 


PROBLEMES. 


309 * 

Un projectile , qu*on 
peut supposer de forme 
sphérique , étant lancé 
avec une vitesse finie 
dans un milieu qui ré* 
siste suivant une loi 
quelconque , déterminer 
les circonstances de son 
mouvement , et trouver , 


I Les équations diife* 
rentielles de ce mouve- 
ment; 


- 


LU 
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498. Ces équations conduisent aux suivantes ; 

‘‘‘j’ . ^ r . ^ 




; ] 




U = V\ 


g[> 

d 


au moyen desquelles , si l’on connaissait la courbe décrite , on en dé- 
duirait la résistance r du milieu *. 

499. La résistance étant, pour une densité donnée, supposée pro- 
portionnelle au carré de la vitesse , on a 

-K é-7^/1 . 

r = mku'= 


dM^ 


* L’erreur de Newton, dont )’u parlé art. 496, consiste en ce que U valeur de la 
résistance qui se déduit de sa solution , écrite avec la nutation que j’emploie ici , aurait au 

dénotninaienr j ( — ~ )*, au lieu de a ^ ^ 

d X d X 

* * On parvient abément â ces équations en éliminant le temps des équations différen- 
tielles de l'article précédent. La^ange a employé celte méthode conjorntemefit avec une 
autre, dans laquelle il s’est servi de formules analytiques que je vais rapporter , parce qu’on 
^Dt en tirer un parti utile pour la solution de plusieurs problèmes. 1 

Soient les équafk)ns 

sr 

qui ont lieu en même temps. Ces équations supposent entre x tty une relation x = ^(y)$ 
et au moyen des fonctions dérivées «iff(t), on a les fonctions dérivées dt ^ CyJ 

par les équations suivaoiea : 


f" (*? = 
= 

Ac. &c, 

1 


fr(’) 

fro) 


ffo-frc) 

U'CJ]' 

fo 

U'CJ\* 


U' ojy 


rro.ff'fo 

U'o)]' 
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i.* Le rapport entre la 
rcaisunce du milieu et 

' 




la pesanteur • nécessaire 
pour que le corps par- 
coure une courbe don- 

^ - 




néej 


^ J , 

■ 

• 

L*expression gé- 
nérale de la vitesse; 




• 

■ 

« 

# 

• 

. . . , . 


\ 








.. ■ ■ ■ 


• 

- • 

* ' 

. ' ^ *; I 

P 

.. .il; ■ 


• 

■ • 

i 

• 

: i 

* 

1 

■ 1 

J 


• 

t 

LU 2 

• 
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valeur qui , substituée clans la| première’^fquation dej’article précédent, 

donne 


km r= 





qui servira à déterminer la densité k, nécessaire pour que le mobile 
parcoure une courbe donnée. 


500. Il est aisé de déduire de l’équation précédente, la forme la 
plus simple sous laquelle on puisse mettre l’équation ^lifférentielle de la 
courbe, lorsque la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse, 
et que la densité est constante. Cette forme est la suivante : 


- ■’l 



^ est la hauteur due à la vitesse avec laquelle la résistance au*mouve- 
ment du corps serait égale au poids de ce corps ; c’est une quantité que 
l’expérience seule peut donner. Quant à la constante A , c’est la valeur 


initiale de ( lorsque s = o , r i et — ^ = A ). Or , on 

déduit des équations du mouvement , 

‘ - gJr‘ 

dx‘ Jx‘ ' 

est en général la vitesse horizontale ; et au premier instant , sa 

* 

valeur = V cos. 0 . On a donc pour ce premier instant = A = 
■ ' » j — t ôs * { ' change l’équation précédente en 


iix‘ 



2 h COI.' 6 


JOI. Les analystes se sont exercés à chercher des intégrales plus 
ou moins approchées de cette équation. La formule suivante pourra être 
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A = U densité constante 
3 u variable. 

m ^ une constante don- 
u'e par 1 eipérience. 



q..* La valeur de la 
densité nécessaire pour 
que le corps parcoure 
une courbe donnée , 
lorsque la résistance est 
proportionnelle au carré 
de la vitesse; 


m A = ■ ; d'où r = 

X a 

«<* f*g 

— = — --i ce qui , 
» a A 

lorsque yu = a , donne 

e — le nombre dont le Io^a- 

rithme hyperbolique = i. 

• 

- - .;. 

L'équation diffe- 
rentielle de la courbe, en 
conservant rhypoihèst 
de la résistance propor- 
tionnelle au carré de la 
vitesse. 

• 

• 

• 

} . ■ ' 

. r: i .*1 • 

’i ■ .■ 


% 



« 

• 

• 

9 = ÎVngîe* initial forme 
par la direction du mouve- 
ment et par le plan horizonu!. 

‘ < * ‘ 

: : . • « 

^ ■ . 


A = la hauteur due à ta 
vitesse initiale. 

• 

• 



1 

• . j 


• • 

* 

310 . 

Trouver uneiÉquaiion 
finie de I» courbe dÉ- 
criie dans l’air par onl 

J 

. i 

i 

! 

] 

1 
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utile pour calculer les points de la courbe , lorsque la vitesse initiale 
n'excédera jjas 6 o ou 70 mètres par seconde et que l’angle 0 sera petit, 
cas aïK^uel cos. 0 différera peu de l'unité ; on emploîra seulement les 
cinq premiers termes de la série qui compose le second membre , 


y ~x tatig. 9 — 

' Y 




&c. 


^ h coi.‘ 6 
sin. 9 

4 . * A’ CO».* 9 
»in. 9 

A* /l‘ CO».’ 9 


12 A A CO».' 9 


2 a' A CO».* 9 


2 a’ A CO».’ 9 


8 A A’ CO».’ 9 


)> 


502. St l’on suppose la résistance nulle, on aura A ±= 00 , et 
l’équation deviendra 

y = X tang. 0 -, rr*-' - 

' ° 4. A CO».* 9 ^ 

c’est la même donnée art. i 1 4. 


^03. La vitesse initiale des corps lancés par les bouches à feu , est 
quelquefois de < 5 ou 700 mètres par seconde; et la formule de l’article 
501 devient alors peu convergente et même divergente pour les valeurs 
de '"*■ un peu considérables. On a , dans ce cas , pris le parti de sup- 
poser à la densité une variation qui, propre à rendre l’équation diffé- 
rentielle traitable , fût cependant renfermée dans des limites peu étendues. 

Ainsi , prenant la hauteur A , donnée par l’expérience , pour l’unité 
ou le terme de comj€Vaison de toutes les autres longueurs , et supposant 


I 

A 


I 



✓ [ . 




• / 
] 




COS. 9 

I -+• cos. 0 * 


A se trouvera effectivement égal à l’unité, *i.° au point de départ où 
z=. tang. 0 ; 2.® au point le plus élevé de la courbe où = o ; 

au ^ point de la branche descendante de la courbé où elle fait un 
angle 0 avec l’horizon. La densité variera dans les autres points ; mais 
sa plus petite valeur sera = V (i — tang.* j0^/ ce qui donne des 
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globe de mêlai , ippli- 
cihle aux vlicsaei de 60 
ou 70 mètres par le- 
conde. 


3«i. 

Appliquer la loluiion 
du problème précèdent , 
au caa où la rèàiaiance 
«« nullpi * 


3ii. 

Rcaoudre le problème 
_ Op > en prenani , pour 
reprèicnier la résistance, 
une fonction qui verre 
I dans des limites peu èiea* 
dufj, et trouver. 
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anomalies peu sensibles lorsque 6 n’excède pas j tt; étendue qui comprend 

des applications très -nombreuses; 

Cela posé, on déterminera des quantités S et c par équations 


B = — p-- — - -H »ang J - 4 - 4- ’ 

2/1 CÜ5. ç *■' 3 

-t- c — B z= O ; 

3 


et 011 aura l’intégrale • 

/i -4- ec'J X = log. { ~ ^ . 

» ' ® ' c — » tang. 9 

~ c 7’ * c “ ^ 

— arc tang. { ^ — ) — f- — arc tang. ( - 




-t- T <■>’ -t- 


( t»ng-5 
uns. Ç H 




7} 


On calculera ainsi la valeur de x correspondante au point où la courbe 

fait un angle donné avec l’horizon , qui a p pour tangente ; et cette 

valeur de x trouvée , on aura celle de y par l'équation 

3 / f fc , 3 /-wng-S i c 1 

V — ex = arc tangv ) — arc tang. ( — J. 

^ un ° ' m « m ° ' m ' 


* » d y 

504. En faisant dans cette équation ~-j— = ^ = o , on a , en 

quantités toutes connues , la plus grande élévation du mobile , et la 
distance horizontale de l'origine des x au point de plus grande élé- 
vation. Pour trouver ensuite à quelle distance du point de départ 11 se 
retrouve dans le plan horizontal passant par ce même point de départ, 
oupar l’origine des x , il faut chercher une valeur de p qui, substituée 
jdans les équations de l’article précédent, donne y — o; et c’est à 
iquoi on ne parvient que par une espèce de tâtonnement. Les auteurs 
■qui se sont occupés de cette matière, ont imaginé divers procédés 
!pour abréger les opérations ; ils font ordinairement des calculs séparés 
pour les branches ascendante et descendante de la courbe , au moyen 
;de formules particulières * : mais ces détails ^le peuvent pas trouver 


t- * La branche aiceiidanic se calcule avec une exactitude irès-sufliiantc par les formules 
de l'article 503 ; et en y joignant les formules suivantes ^our la branche descendante , on 
} aura , dans tous les cas , autant de précision que II nature de la question en comporte. 












I 
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place ici. 11 me suffit d’avoir prcsemt; tous ceux qui peuvent donner une 

idée précise de la question et des méthodes employées pour la résoudre. 


Li hsuieur due à li vitesse au lommet étant désignée par/»', et » la demi -circonférence 
dont le rayon = i, on a 


h cos.* i 


i h cos.* 6 [ 


log. tang. ( \i)'\ 

4 


Prenant donc le sommet pour origine de la trajectoire, on aura le cas des formules générales 
dans lequel 9 = O, et la vitesse initiale = V ( 3 . g h' ) s changeant les signes de 
et de y , afin que ces quantités soient positives, on conservera pour la détermination de la 
dtiisiie, l’hypothèse de 

t , 

““ /[.-s-r-ÿ-/] ' 

qui donnera A = I au point de départ et à un autre point correspondant à une valeur 

arbitraire de -^-1- . 11 est aiseï convenable de prendre pour ce dernier point , celui où 
Jx 

= I ; çe tjui donne — — — ==i oui::= — i V (x) z=. 0,^14.2136. Au 

d X » I * / 

reste» on peut faire varier sensiblement cette valeur de qtie les résultats en 

soulfrent beaucoup. 

Cela posé, après avoir trouvé la valeur de /i' par la formule précédente, on calculera c 
v\, + , A et P par les équations , 1 

c’ -t- c = — 77 f % c* , 

J 2 A i 

-TT- 

<ing. 4 . = , <*ng- = -^,tang./»= — 1 ,• 

et on aura pour déterminer tous les points de la branche descendante , en plaçant l’ori- 
gine des coordonnées au sommet , 

. r sin. /4 . . 

/ 1 f' t ^ X = log. I -, — — — I -t ( ^ P) 

' ' L sm. ^4 — i « 

y = — f X -t 1 — ' (A P ). 

^ ' t n 

On observera que lorsque x = o , on a = O, et par conséquent A = — P’ / 

’ *1 K 

/ 

ce qui donner' = O , ainsi que cela doit être. 
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Je terminerai cette troisième partie par l’analyse de la théorie 
et le tableau des formules qui se rapportent au mouvement vibratoire 
de l’air et à la propagation du son. Cette matière , qui a exerce les 
plus grands géomètres , présente une foute de questions intéressantes , 
tant par les méthodes qu’on a employées pour les résoudre , que par 
les explications que leurs solutions ont données de plusieurs phénomènes 
importuns de la physique du son. 

Qu’on se rappelle les art. 403 et 404, où un fluide incompressible 
est supposé se mouvoir dans un tube d’amplitude constante ; substituons 
de l’air à ce liquide , et que de plus la directrice de ce tube soit une 
courbe ayant tous ses points situés dans un plan horizontal. 

l.es formules ( t ) de l’art. 40 1 donneront , dansje cas dont il s'agit , 
en observant que , vu l'horizontalité du ttibe , les puissances sollicitantes 
sont nulles , 




Li température est supposée 
inviriabici soit dans l’étendue 
du cube» soie dans les instan» 
successifs du mouvement* 


En substituant, dans la seconde équation, pour p sa valeur ^ , et 

observant que S' k , î'p et sont indépendantes du temps , et ne se 
rapportent qu’à l’état simultanée de deux molécules infiniment voisines , 
cette équation devient , 


ta , dk ^ , d'4 ^ 


ds 


dt 


dM 

dt 


qui, avec la première développée, ■+* k ) z=. o , 

conduit à l’équation unique , 


. J d V .. 



506. On peut déduire l’équation du mouvement des formules (2) 
de l’art. 40 1 , déduites de la considération de l’état initial du fluide. Ces 
dernières donnent , en observant c|ue l’horizontalité du tube rend nulles 


Digitized by Googl 


3 .* PARTIE, a.' SECTION. HYDRODYNAMIQUE. 461 
NOTATION. 1! UtFïNlTloNS. I THÉORÈMES. I PROBLEMES. 


i U longaeiir du tube 
depuis un point fixe de ce 
tube jusqu'il ' un point va- 
riable^ où SC trouve une 
molécule d’air au bouc du 
temps t, 

a = la vitesse de cette 
molécule au bout du temps t. 

k tip sont respectivement 
sa densité et sa pression au 
bout du même temps t, 

«D= l’aniplitude constante 
du tube. 

b = une densité donnée 
correspondante à une pres- 
sion donnée u. On a 
P X h : : a \ h i 

d’où 


3 ' 3 • , 

Trouver réquailon duj 
mouveinent de l’air dans! 
un tube d'amplitude cons-| 
tante, dont la directrice a‘ 
tons ses points dans un 
plan horizontal, en sup- 
posant que la température, 
est invariable, soit dans' 
rétendue du tube, soit' 
dans (es differens instans 
du mouvement. ' 

I.* En partant des for-, 
mules ( t ) de l’art. j 


2.® En partant des for-| 
mules (2) de l’art. q.cii 
déduites de la considéra-! 
lion- de l'ctat initial du^ 
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462 COURS DE MÉCANIQUE, 

{es puissances sollicitantes , 

On a, i.®Ies diffcrentielles, par , iiidcpendantes de t / x.° k , p et s , 
fonctions de S et de t ; 3.® K, fonction de S seule, et on parvient à 
l’équation finale , 


) _ _£fL /£ l . ) . /' _i_ )• / j£i_ ) — O 
bAiS ' dS ' b ^ dS' ' ^ ^ dS ^ ^ dt' ' ’ 

ds 


qui , lorsque t = o , doit donner s z= S, ( —— ) = i et ^ — K, 

et dont l’intégrale doit renfermer deux fonctions arbitraires , au moyen 
desquelles tant le lieu que le mouvement d’une molécule quelconque se 
détermineront , pour un instant donné. 

^07. Les applications à faire de l’équation précédente, se rapportent 
particulièrement à un cas qui en rend l’intégration facile , celui où chaque 
molécule ne s’éloigne que très -peu de sa position initiale , quelle que soit 
la valeur du temps t. 


Observant 


dans ce cas ( uns très-petite quantité, on 

</* {. J _ ^ rf’ 


*1“*^ - ' 

a l’écjliation 

gai K g n . U . / "J* 1 

bKiS b ' dS‘ / ( dt' ' — 

qui a pour intégrale complète, 

4. = f[iS. log.é-J^ J ^ l/[-f - ,Y(^)g^,. 

Le multiplicateur a, , étranger à l’intégration, n’étant introduit dans 
la valeur de 4- qus d’après la supposition que 4" doit être une petite 
quantité. 

jo8. Observant que r z= d" -I- 4 '. cette équation donne les 
deux suivantes : 

~ ' ^ t-f’ t'*' — I } « 

) = (-^g )~‘ X l/'tJ j 
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Tiz: la distance d*un point 

fixe du tube i un autre point ' 

du même tube , où SC trouve ^ 

une molécule d'air , à Pins- 

lantoù oncompteiérotcmps. .* • . 

J = la distance du meme 

point fixe au point où se ^ 

troi 4 ve la même molécule 
d'air au bout du temps r. 

s= la densité de ccue • 

molécule lorsqu’on compte 
zéro temps. 

ft , f , a, a été ont la 
même signifteation qu'à Par* 
ticle précédent. 

3 

Introduire dans la so* 
luiion précédente , la 
condition quechaqur mo* 
Iccule est, à une époque 

" ’ ^ • quelconque, peu éIotgnée[ 

• 4 = I.disurccoÙirnemo- ■ ' ' de sa pomion inhule. 

lécule quelconque se trouve 

de sa position initiale au bout * ' 

du temps f. • 

B =: la densité qui a lieu ^ 

dans Pétat d'équilibre. 

* f et// sont des signes de 
fonction arbiirâire. 

« est une quantité très-pe* 

tiie et indéterminée. • 


f et ff tiésignent les 
fonctions primes de f et ffj 
suivant la notation de 
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dont ia première fait connaître pour un temps quelconque la densité 
de ia molécule placée à l’extrémité de s . densité = — =z Â,. 

f-~) 

' ds 


( k étant ainsi déterminé , on en déduit la pression p k) , et 

dont la seconde donne la vitesse de la même molécule ■=.V -=z (^ ). 


L’expression peut,, en observant que ( -^) diffère peu 

( dS ^ 

de runité, et supposant (-^^) = i -I- «. être considérée comme 

égale à A' ('i — u). les quantités w*, &c. des ordres supérieurs 

pouvant être négligées ; on a donc k — K ( i — u) , ou 

A = .-iog. s 


509. Ainsi , tous les phénomènes du mouvement sont représentés 
par . les équations , 

j^. -log.é^-; - ^ff[s - ,v(±i-)u] 

^ * = j" A _ _i log. (^) )]^fr {S-, ^ (HL J J 

= \ris ^ 

-+-//[ -r - |« H- /[J' J log. ( -^)]- 

j 10. Voici comment on détermine A, p, Wet ^ pour une molé- 
cule quelconque. Dans l’état d’équilibre , la densité de cette molécule 

est égale à fi . sa pression à fi, et son mouvement est zéro. Une 

cause quelconque trouble cet état d’équilibre ; et il résulte de l’action de 
cette cause , la distance de la molécule à un point fixe du tube étant J au 
moment où cette action u lieu , i .° que sa densité fi devient AT , et que sa 

pression êf se change en a.» qu’elle acquiert une vitesse l/. ■ 
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Cette cause qui trouble IV'quilibre , produit son effet lorsqu’on 
compte zéro temps. On a donc alors « = U ; et comme au bout du 
temps t. S devient S-\- ^ l’instant où la cause agit, ^ = o. D’après 

cela , les quatre équations de l’article précédent , appliquées à l’état 
initial de l’air , celui qu’il prend à l’instant où son équilibre vient d’étre 
troublé et où on compte r = o , deviennent 

( I ) . . . O = log. J ■+■ [f ('^) ff (•^)] <^ 

(2). ..P = 

( 3 ) . . . i/ = / [ /' — //' ‘ 

(4). ..O = [/rsj -t-msj],. 

La première , qui est la différentielle de la quatrième , par rapport à S, 
combinée avec la troisième, donne 

»/; /SJ = H 

■ •■fr(S)=-i\uV(-^) 

Maintenant, comme l’état initiai doit toujours être donné , on connaît 
les valeurs de K et de U , correspondantes à une valeur quelconque 
de S. On peut donc construire deux courbes , dont S serait l’abscisse 

^ b K • 

commune, ayant UV (~J^) 'og- ( -g-) po“'' ordonnées correspon- 
dantes. Par les demi-différences ou les demi-sommes de ces ordonnées , 
on construira deux autres courbes qui auront <t.f' (S) et a.ff (S) pour 
ordonnées correspondantes à la même abscisse S; enfin, les aires de ces 

deux dernières courbes et de celle qui est le lieu des log. (-^)> donneront 

les valeurs àe a-f (S) , euff (S) et J’' J" log. yl] , pour une valeur 

quelconque de S. 

^ I I. Ainsi les deux courbes qui sont les lieux des UV (—) et 
des log. (— dont l’une peut être appelée K échelle des vitesses et l’autre 
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Vtchelle Jts densités, éiant construites, on en déduit toutes les quantités qui 
composent les équations ( 1 ), (2), (3), (4) dé l’article précédent , relaiivesà 
l’état initial. Prenant ensuite sur les axes des abscisses des deux courbes qui 

donnent CL /Yd)> et des valeurs J — les 

ordonnées correspondantes sont et/' ( S — tV J et (S -H / V • 

(tff'(S — tV -J-) et (S-+~ t Vy J’ quadratures donnent 

ensuite les fonctions primitives dont celles-ci*sont les dérivées ; au moyen 
de quoi tout est déterminé dans les équations de l’art, jop ou dans 
les suivantes : 

■{= J ds log. — -t- af (S -V f / • ^ - ) -t- aff ( S — r / - - j — ) I 

• = (-^) = « -H -rr(s - 

en y réunissant l’équation k z= . 

^ JS ^ 

On aura ainsi les phénomènes de la propagation du son pour un 
instant quelconque , en ne considérant néanmoins, dans le mouvement 
des particules de l’air, qu’une seule dimension ; mais cette considération 
suffit dans beaucoup de cas , ceux particulièrement qui se rapportent 
à un très -grand nombre d’instrumens acoustiques. Une analyse tout-à- 
fait semblable , donne la solution du problème de la corde vibrante 
dont nous parlerons dans la suite. Les applications détaillées des for- 
mules précédentes , seraient extrêmement curieuses ; mais la nature et les 
bornes de cet ouvrage m’obligent de les supprimer. 

J I 2 . Considérons maintenant la propagation du son dans le cas 
de trois dimensions , qui est toujours celui de la nature ; car 01^^ fait 
abstraction d’une ou deux dimensions que pour simplifier le cal^l , et 
lorsque ces dimensions sont assez petites par rapport à celle qu’on con- 
sidère , pour que les termes qui en doivent être affectés n’aient pas une 
^iiHuence sensible sur les résultats. * 


— - - 
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3'7- 

Déterminer les pbéno- 
mènes de l> propagation 
du s(fn dans le cas de la 
nature , celui où la pro- 
pagation se fait en tout 
sens. 

« 
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Les équations du mouvement qui se rapportent à ce cas , peuvent 
aisément se déduire des équations générales du mouvement des fluides: 
mais je vais , pour plus de facilité , indiquer rapidement la marche de 
l’analyse au moyen de laquelle on les obtiendrait directement. 

Une molécule d’air en équilibre a pour coordonnées d’un de ses 
points X, Y et Z ; la force élastique , à ce point , est mesurée par la 
hauteur d’une colonne d’air = // , la densité de cette colonne étant 
celle qui a lieu au point dont il s’agit. 

La position d’un point infiniment voisin de celui dont il s’agit , est 
déterminée par les incrémens JX, JY et JZ dont les rapports peuvent 
être quelconques. 

L’équilibre de la niasse d’air étant troublé , les deux points dont les 
coordonnées respectives sont X, Y , Z et X' -+- dX, Y -4- JY, 
Z -I- J Z , changent de position , et on suppose que leurs coordonnées 
deviennent respectivement , au bout du temps / , x , y , j et x -f- Jx , 
y -t- Jy , I -H Ji- six dernières coordonnées sont fonctions des 
six premières et du temps. Si l’on considère les valeurs X , Y , Z 
et X JX, Y H- JY , Z -\-JZ comme contemporaines, et qu’au 
bout d’un temps / , écoulé depuis que ces valeurs ont eu lieu , on consi- 
dère X, y, J et X H- Jx , y -t- Jy , z également comme 

contemporaines , on aura les relations , 

Jx = LJX -4- MJY -+- NJZ 
Jy = PJX (IJY-+- RJZ 
Jy = SJX -4- T JY H- V J Z. 

Les coèfficiens L, M, &c., peuvent ne pas contenir x,y, parce 
que ces variables ont une relation donnée avec X , X et Z, au moyen 
de laquelle on peut les éliminer dos seconds membres ; mais ils doivent 
contenir le temps t , sans cependant avoir de termes de la forme KJt, 
parce que les positions respectives des deux points sont considérées 
comnfe contemporaines , soit au commencement , soit à la fin de / , et 
qu’on a X =: fonction finie de X, Y, Z et de t, &c. ; X -+- Jx=z fonction 
finie de X -+- JX ,Y — JY , Z H— J Z, et de t , &c. &c.; la 
différentielle Jt n’entre pour rien dans les relations d’après lesquelles 
les équations ||i- dessus sont établies. 
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Imaginons, dans l’tiat d’équilibre de l’air, une pyramide infiniment 
petite, dont trois arêtes soient respectivement parallèles aux x , y et j ; 
le sommet de l’angle solide formé par ces trois arêtes étant le point qui 
a X, y et Z pour coordonnées. Soient <t, , /3 et y les longueurs respec- 
tives de ces arêtes parallèles aux x, y et j. La solidité de cette pyra- 
mide = -jd/Sv; et lorsque l’état d’équilibre aura été troublé, cette 
solidité deviendra , 

2a./3y ! SfJVQ — MR) -+- T(LR — N P) -^V(LQ — MP) j. 

La densité qui était = i dans l’état primitif, sera dans l’état troublé, 

I 

S(NQ — MR) -t- T(LR — NP) ■+■ V (LQ — MP) ' 
et si , dans l’état troublé , on mesure la densité par la hauteur FI d’une 
colonne d’air , cette colonne ayant une densité égaie à celle de l’air 
considéré dans l’état d’équilibre , on a , 

^ ~ S(NQ_ — MR) T(LR — N P) ViLQ, — MP) / 

n est donc fonction de X, Y, Z et de t; c’est-à-dire qu’on a, 
dU = EdX -4- FdY -4- GdZ, 
en prenant fl pour une valeur déterminée de t, qu’on ne fait par 
conséquent point varier dans L, M , Scc. 


5 I 3. Ces préliminaires posés , on parvient aux équations générales 
du mouvement par des procédés semblables à ceux indiqués au commen- 
cement de cette section ; mais comme il s’agit ici du cas où les molécules 
s’écartent peu de leurs positions initiales , on suppose 


X — X =z P . y — Y — q, I — Z r 
p, q, r étant des quantités extrêmement petites, et on obtient les trois 
équations 


g 


i_ / ‘‘‘'P ) ) 

A ' dt' ' — • dX‘ ' 

/_££L 1 

gh ^ dt' ' — ' d Y' ' 




f dd<i ■ 

‘ dXdY ' 


* diYdtT / 


(~dXdV^ ( 


dXdZ 

dd r 

dYdZ 


gh '' d Y ^ — ' rfZ 


(--) 
' dZJY ' 


f—i'iP 


dZdX 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

thA>rèmes. 

a, et > sont, dans l’état 
d'équilibre, les valeurs des 
arêtes d’une pyramide in6ni- 
ment petite,' dont X, Ket Z 
déterminent 1a position ; a. 
étant parallèle aux aux / 

et y aux 


. ■ -■/ ï. • 

*! 

; 

' \ P'** : ’.i 

n = la densité, au bout 
du temps r, de la molécule 
d’air qui , dans Tétât d’équi- 
libre, avait X, Y tt Z pour 
coordonnées. 

il ■ . 

r /. . . f. 

■ , • . - ‘a ' • 

) * \ 



* ^ • 


- i 

f 

p, J et r sont Ici eipaces 
suppoiéf tréi-petits que la 
molécule parcourt , pendant 
le tempa * , parallèlement aui 
Xj P et ^,1 compter de la 
poiition déterminée par les 
coordonnéea X, Y et Z. 


« 

J • < • ' . 

' 1 ‘ . 



... . _■ 


PROBLÈMES. 



I 



Î.8. 

Introduire dant le pro-[ • 
blême précédent, U con- 
dition que les molécules 
d’air agitées s’éloignent 
trci-peu de leur postti5n 
initiale. 


O 00 


O 
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^ Soit 


(JJL.) 

' dX ' 


1 J Y f 


(- 


d T 


■) = u.\.(K)i 

,f ■ 1 ...I. 


dY ' ’ ' dZ 

les équations précédentes deviendront , ' 


gA ' </t‘ ^ ' 

I , ddr . ‘ , au , ,, , 

/ ) = \( -rrr- / / a 

ah ' dt‘ ' ]' dZ '' 


d y 

du 




.1 


iï 


■( 


dt'dY 

d'r 

dt'dZ 


dY‘ 

1 ‘‘du A 


g h ' a r ' a £. • 

Mais si l’on différencie deux fois l'équation ( K) par rap^rt à t, on aura , 

, ddu , ' / </’ /’ . /' d'i I _■ / d'r 

• — ‘ dYdX' “^1 dt'dY' “^ 1 * dt'dZ 

0 

ddu X I r i 




Jonc ï“>^ = ^ somme des premjers membres jde l’équation (L) 


divisée par — et par conséquent li somme des | seconds menxbies 

i . * 

multipliée par gh ; ce qui donne, , ‘ 

ddu , / ddu 


I . (t(tu I / aau . ] a ddu I 

5'i- Tir (^7-^ = ' 


f ddu V ^ 

(~dr~'‘ 


' ^i6. Le plan des XY étant supposé horizontal, si l’on suppose 

que toutes les molécules d’air agitées sent renfermées entre deux plans 
horizontaux infiniment près l’un de l’autre, l’équation précédente se 
réduira à , l 


I ^ ddu ^ f tidu ^ 

' 7 h~(~ 77 ~ ' — ' Te' ' 


ddu 


) ■ 

' dY' '• 


‘c’est celle dont on a donné l’intégrale art. 3p8. • 

• 

Uans l’hypothèse où, en conservant les trois dimensions^, 
l’ébranlement initial serait renfermé dans un petit espace d’où il se 
liépandrait ensuite en tous sens, si l’on pose, ,! 

P = Xs; q — Ys; r = Zs/ s ~ , 

on parvient à l’équation , aux différences partielles , du second ordre , 


< , ddj, , — ^ ) 

TT ( dY ' — R‘ R 'dR ' 


/ ddj> . 

< dR' d’ 
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NOTATION. 


DÉFINÏTONS. THÉOBÈVES. 


PR OBLE M ES. 


^ = U force iccclératricc 
de U pesanteur. 


• 3 ' 9 - 

Réduire à une équa- 
tion unique , les trois 
équations qui résolvent, 
le problème précédent. I 


■ jio. 

Appliquer la solution 
du meme problème , au 
cas où i*on ne considère 
que deux dimensions 
dans la propagation du , 


R=zf (X'-*- y*-e-z*; 

= la distance , à l’origine 
üxe , de la molécule dans 
l’état d’équilibre. L’origine 
des X, y et Z est au centre 
du petit espace où l’ébranle- 
ment initiai a eu lien. 

J, =/('p* -*-9* -+- r-; 

U distance de U molécule , 
lorsque le temps t est écoulé , 
au point où cette molécule 


321. 

Résoudre le meve pro- 
blème , dans le cas où 
Tébranlcment initial est 
renfermé dans un petit 
espace , d'où il se ré- 
pand ensuite en tous sens. 
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ayant pour résolution générale, semblable à celle d\i cas ou on ne suppose 

à l’air qu’une seule dimension , 

f = -H tV (li)} F -^,''^(■«*''1 

et on a les valeurs ! 

A- Y ' 7 

On a ensuite pour calculer la vitesse-, 

i,*:; = [R^'Vdh)] 

’• \ 

i J I 8 . Il résulte de ce qui précède, qu’une couche sphérique dont le 
rayon = R , demeure en repos jusqu’à ce que l’expression R — tV ($h) 
ait acquis une valeur très-petite, ou moindre que le rayon de la petite 
sphère dans laquelle l’ébranlement initial a eu lieu. 

1. , I *• 

Calculant la vitesse de la propagation du son par la 

formule / = -- — . dans l’hypothèse où la pesanteur spécifique de 

l’air serait , à une température moyenne', = 0,00 1123, ou =: jfj ( la 
densité de l’eau est prise pour terme de comparaison) , on trouve 288 
mètres, à-peu-près, pour l’espace paroouru par le son, dans une 
seconde sexagésimale de temps ; l’expérience a donné 338 mètres : 
ainsi le résultat déduit de la théorie , est trop foible de plus d’un sixième. 

î . . 

t 

I ‘ 1 ’ • . I î \ 

Fin de la xRotsiâME Partie;" 





Digitized by Googlc 


3/ PARTIE, 2.* SECTION. H V D R O D Y N A M I Q U E. 477 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

P R 0 B L £ .M E s. 

était placée dans Tétât d'é- 
quilibre. 

s = une fonction du temps t 
et de P, laquelle fonction 
est la valeur commune de 

P 9 r j> . . 

T' et— 

P exr sont supposées avoir 
entre elles le meme rapport 
<\uc X , YeiZ, c'est-à-dire 
que la molécule ébranlée est 
censée se mouvoir dans la 
direction du rayon R , qui 


• 


joint le point où elle se trou- 


• 


vait, avant TébranJement, à 
Torigine fixe des X, Y et Z. 

ç et 4 sont des signes de 
fonctions , dont et >(«* sont 
les fonctions dérivées. 

♦ 

.202. 

Une couche sphérique 
d'air dont le rayon = R , 
demeure en repos jusqu'à 


• 


ce que Texpression R 
tY (^h) ait acquis une 

. . t 



valeur très -petite, ou 
niointfre que le rayon de 
laitue sphère dans la- 
quelle l'ébranlement ini- 

1 



liai c$l supposé avoir eu 




lieu. 


- • -'y t 


203. 

La vitesse du son cal- 
culée par la théorie , est 
de 288 mètres par se- 
conde P au lieu de ^38 
que donne l'expérience. 
* 

1 

• 
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ERRATA. 


Pag E J5 , THtoRÈM E l J , ligne \ déccmposer , lisez, d%’Compüse\. 

Page J 2 , lignes 1 ç et 1 6 : Htut forcer égales et directement opposées , lisez , quatre 
forces , dont deux étaient , rex/»er/iiYmfnf , égales et directement opposées aux deux autres. 
Page 68 , fin ilc la ligne 7 : K, » lisez , 

Page 70 , ligne 7 : * = i g f* , lisez , s — igt\ 

Idem, ligne 17: art. 6 , lisez, <irf. to8. 

Page 72 , ligne 7 à compter du bas : > 4 * e‘ , lisez , A* r*. , 

I “ « l:.._ t “ « . 


Page 90 , ligne 10 à compter du bas : ■ 


, lisez , / ^ • 


t - I > - £ ^ 

Page 97, colonne NOTATION, vis>à*vis l’arc. 136 , q, et r, sont, respectivement, 

les plus courtes distances entre la direction de la puissance P, et les axes des ar ,7 rr ^ / il en 
est de même de q„, par rapport k , &c. 

Page 136, avant'derniêre ligne : r/^t/erre et IV^re , lisez , l’épure et rtfyyydrciV, 

Page 146 , ligne 1 1 : cps. lisez , cot, y. 

Idem , ligne 1 3 : Fsin. m cos. 9 , lisez , F cos. • sin. Ç, 

Idem, avant'dcrniêre I^ne : — 2. E* B , lisez, — 2 £* /*. » t. 

Page 158, ligne 6 à compter du bas : angle 0 , lisez , angle (f — 6^. 

Page I 7 y , colonne NOTATION*, ligne 5 : feront , lisez , feraient. 

Page 178 , ligne 7 : 0 ' ec de Ihez , ^ et de ». 

Page 208 , ligne 7 à partir du bas : , lisez , q =r. 

Page 212 , lignes 8 et i i à partir du bas, mettez K, au lieu de U, 

Page 216 , lignes 7,9, 10 et 1 1 : changer tous les signes des numérateurs. 

Jdem , dernière ligne : plan JT ç, lisez, ^ 

Page 218, ligne 2 : — — , lisez , •= * 

Page 230 , ligne 6 à partir du bas : 227 et s 28 , lisez , 128, 

Jdem, ligne 10 à partir du bas : sifi , , lisez, t2p, 

P‘gei 34 -. ''g"e * : t. — ï. ^ « •'»« . î- — î.- 

Page 240, lignes 9 et 10 : au lieu de masse de forme quelconque , lisez , partie, 

Jdtm , ligne I I , apres le mot cylindre , ajoutez , par rapport à Vaxe duquel cette partie 
submergée est symétrique. 

Page 241 , colonne notation , ligne 4 : K/ lisez , v. 

Jdem, ligne 6 : inrérret/rr, Woei tanfèrieurk. 

Page 262 , dernière ligne : 0 = circonférence , lisez, 0 arc. tang. — •4* 

a •' — q 

circonférence. 

Page 2Ôy , colonne NOTATION, ligne 2, ajoutez après le mot cylindre, les mots, 
qui forme la partie submergée du corps, 

dp dp 

Page 29O , ligne 5 à partir du bas : — ~ , lisez , —7— . 

K k '■ 

Pige 294 , ligne 9 à compter du bu : ■ri? * lisez , 


Pige 396 , ligne 8 : a\>ait , lisfe , tut. 

Page 399 , colonne NOTATION , ligne 6 : r — , lisez, 9 —, 

Page 30a, ligne lia compter du bu, menez cei mou, contre U mur, entre 
deux virgules. 

Pige 304, ligne 11 tixA’, lisez, Zx//,, 

Pige 306 , lignes 8 et 9 ; déptndent de , lisez , sont déduites de. 


» 


* 


/ 
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